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1. OBSERVACOES (MEDIDAS) E TIPOS DE ERROS

Quando se realiza uma observacdo, como por exemplo, a medida da direcdo
angular de um alinhamento, ou a distancia entre dois pontos, inevitavelmente, esta
medicdo possuira um erro (ou incerteza) associado ao valor numérico mensurado. Isto
se deve ao fato que as observacbes conduzidas pelo homem se caracterizam pela
inevitavel presenca dos “erros de medida”. Estes erros resultam ndo apenas de falhas
humanas, mas também da imperfeicdo (limitacdo) dos equipamentos e métodos
utilizados e ainda da influéncia de fatores externos como as condi¢fes ambientais nas
quais se realiza uma dada observacdo (mensuracéo).

Por exemplo, se um observador medir o tempo que um objeto demora para cair
de uma determinada altura, sujeito apenas a agdo (forca) da gravidade, e repetir este
experimento diversas vezes, sempre sob as mesmas condicOes, inevitavelmente, ira
observar valores diferentes para o tempo de queda deste objeto cada vez que o
experimento for repetido. Alguns dos fatores que podem influenciar nesta medida sé&o os
tempos de reacdo do observador para iniciar e encerrar a marcacdo do tempo, a
limitacdo ou imperfeicdo do instrumento de medida utilizado (relégio, cronometro e
etc.), o posicionamento adequado do objeto na altura de queda, e ainda, possiveis
interferéncias do ambiente no experimento, como a a¢do do vento e o atrito atmosférico.

E importante ressaltar que, devido a esta inevitavel existéncia de erros nas
observagdes, ¢ impossivel determinar o “valor verdadeiro” de qualquer grandeza que
seja mensurada, isto é, observada ou medida. Até mesmo as grandezas fundamentais da
Fisica, determinadas com os equipamentos e métodos mais avancados e precisos de
medicdo atualmente disponiveis, possuem uma incerteza associada aos seus valores

numéricos. Veja alguns exemplos:

. Constante  gravitacional  universal: G = (6,67408 + 0,00031) X

10—11’”_3
kg s?

. Constante de Planck: h = (6,626070040 + 8,1 x 1078) x 10734 ] - s
. Massa do elétron: m, = (9,10938356 + 1,1 x 1077) x 1073 kg

Frente a estas consideragdes, 0s objetivos da Teoria dos Erros sdo:



= Obter o “melhor valor possivel” para uma grandeza, a partir dos dados
experimentais (observagdes) disponiveis, ou seja, a melhor aproximacéao

possivel para o valor verdadeiro desta grandeza, em termos probabilisticos;

" Obter a incerteza do melhor valor obtido, o que significa determinar o
quanto este “melhor valor possivel” pode ser diferente do respectivo “valor

verdadeiro” da grandeza, em termos probabilisticos.

Matematicamente, a relacdo entre estes termos é dada por:

E=Yy—x,

€6, A

onde “y” é o valor observado (medido) de uma certa grandeza, “x” é o valor verdadeiro
desta grandeza, ¢ “€” corresponde ao erro da observacdo (medida). Note que, como o
valor verdadeiro de uma grandeza ¢ desconhecido, o “verdadeiro” valor do erro de uma
medida também € desconhecido, caso contrario, seria possivel obter x a partir da
expressao acima, por meio dos valores conhecidos de y e €.

Desta forma, usualmente, considera-se um valor de referéncia estimado, como
por exemplo, a média aritmética (x) de uma série de observagdes da grandeza de
interesse. Neste caso, 0 erro aparente (e) de uma dada observacao seré a diferenca entre

o valor observado (y) e o respectivo valor de referéncia (i), ou seja:

e=y—x

Outra grandeza derivada destas relagdes é o residuo (v), que corresponde ao erro
aparente da observacdo com o sinal inverso, isto é v = —e = X — y, pois, €aso 0 erro
seja positivo, o residuo (correcdo) ao valor observado deve ser negativo, e vice-versa.

Por exemplo, caso o valor observado de uma grandeza seja y = 10,02 m, e 0
valor de referéncia desta grandeza seja x = 10 m, 0 erro aparente da observacéao
corresponde a e =10,02—-10 = 0,02 m, o que resulta em um residuo
(correcéo) ao valor observado de v = —0,02 m. Em outras palavras, subtraindo
2 cm (0,02 m) do valor observado (y = 10,02 m), obtém-se o valor de referéncia da

grandeza mensurada: x = 10,02 — 0,02 = 10 m.



Eventualmente, é possivel obter o erro verdadeiro (€), como por exemplo, no
caso do erro de fechamento do somatdrio dos angulos internos de um triangulo, pois
sabe-se que a soma dos trés angulos internos de um triangulo deve resultar em 180°.
Embora seja possivel determinar o erro de fechamento verdadeiro, para cada um dos
trés angulos medidos, como os respectivos valores verdadeiros sdo desconhecidos,
pode-se determinar apenas 0s erros aparentes. Em outras palavras, o somatorio de trés
erros aparentes conduz ao erro de fechamento verdadeiro deste problema.

Além disso, na calibracdo de instrumentos, assume-se que 0s valores
“verdadeiros” de certas grandezas de referéncia sdo conhecidos. Por exemplo, na
calibracdo de uma estacdo total, para a determinacdo da precisdo nominal linear,
conforme ir& constar no manual do equipamento (0,8 mm + 1 ppm; 2 mm + 2 ppm e
etc.), assume-se que a velocidade da luz (infravermelho ou laser) é constante e
conhecida, bem como, as distancias de referéncia que serdo utilizadas em laboratério
para determinar o valor da precisdo nominal linear do instrumento em questéo.

Os erros de observacdo, tanto verdadeiros quanto aparentes, s&o

tradicionalmente classificados em trés tipos: sistematicos, grosseiros e aleatorios.

1.1 Erros sisteméticos

Erros sistematicos sdo erros que apresentam tendéncia, isto €, afetam os valores
observados de tal maneira que estes sdo maiores ou menores do que o valor verdadeiro,
e, portanto, possuem alguma causa, como por exemplo, alguma lei fisica conhecida,
podendo ser evitados por meio de técnicas especiais de observacdo, ou devidamente
parametrizados (estimados) por meio de um modelo matemaético conhecido, ou seja, de

férmulas fornecidas por alguma teoria (Figura 1.1).

Valor lido Eelacao direta
3Ir # (ansencia de erro)

Efeito de erros
slstematicos aditivos
e multiplicativos

0 ' ' ; Valor
0 1 2 3 verdadeiro

Figura 1.1 — Relagdo matematica entre os valores verdadeiros e os valores lidos (com erros
sistematicos).



Grande parte dos erros em geomensura sdo sistematicos, como por exemplo, o
efeito da curvatura terrestre nos levantamentos topogréaficos e geodésicos; o efeito da
refracdo atmosférica na propagacdo de ondas eletromagnéticas (luz visivel, laser,
infravermelho, sinais GNSS e etc.); o erro devido a lonosfera no posicionamento
GNSS; a interferéncia das condicdes ambientais nas medidas de distancia utilizando
estacdo total (temperatura, pressao, umidade); bem como, o valor da constante do
prisma refletor utilizado; o erro na orientacdo angular inicial de um levantamento; a
catendria e os efeitos de dilatacdo térmica e tensdo nas medidas de distancia utilizando
trena; possiveis defeitos do equipamento, como bussola ou estagéo total necessitando de
afericdo; além de uma possivel tendéncia do préprio observador, que, por exemplo,
realiza a leitura sempre um pouco acima ou um pouco abaixo da graduacdo da mira em
um nivelamento geométrico, e etc.

Os erros sistematicos podem ser minimizados ou eliminados no levantamento
por meio de técnicas especiais de observacdo, como por exemplo: reiteracdo angular,
visando eliminar um possivel erro na graduacdo do limbo do aparelho; leituras
angulares conjugadas (na posicdo direta e inversa da luneta), visando eliminar erros de
verticalidade e horizontalidade dos eixos do instrumento; colocacdo do nivel a igual
distancia das miras no nivelamento geométrico, visando eliminar os efeitos da curvatura
terrestre e da refracdo atmosférica na obtencdo dos desniveis; estaqueamento cruzado
para eliminar um possivel efeito cumulativo nas medidas de distancia com trena,;
utilizacdo de correcbes ou observacdes diferenciais, como por exemplo, DGNSS ou
duplas diferencas no posicionamento relativo GNSS, e etc.

Além disso, 0s erros sistematicos podem ser parametrizados (estimados
matematicamente) e corrigidos ou reduzidos dos valores medidos, como por exemplo,
com o uso de receptor GNSS de dupla ou tripla frequéncia, por meio da adoc¢do da
observavel “ion-free”; pela aplicagdo de um modelo de refracdo atmosférica nas
medidas eletrénicas de distancia de uma estagéo total; ou com a reducédo das distancias
no transporte de coordenadas UTM, sendo que muitas destas correcdes podem ser
realizadas automaticamente pelo software interno do equipamento utilizado.

E importante ressaltar que na parametrizacdo (ou estimagdo) de erros
sistematicos, tem-se somente a adoc¢do de um modelo teGrico para representar a
realidade. Por exemplo, no processo de célculo para estabelecimento de uma rede de

referéncia, pode-se considerar a superficie terrestre como sendo plana, esférica,



elipsoidal e assim por diante, 0 que resulta em aproximacdes tedricas da realidade cada

vez mais exatas, mas ndo completamente perfeitas, isto €, isentas de erros.

1.2 Erros grosseiros

Erros grosseiros sdo falhas de natureza humana ou instrumental que ndo devem
ocorrer, devendo ser evitados ou devidamente identificados (localizados) nas medidas
contaminadas, para que a sua influéncia nos resultados finais, ou seja, apds todo o
processo de célculo, seja removida ou minimizada.

A identificacdo de erros grosseiros pode ser facil em certos casos, como erros
muito grandes, por exemplo, ou muito dificil em outros, como enganos muito pequenos,
ou quando mais de uma observacdo esta contaminada por erro grosseiro. Muitas vezes,
somente um rigoroso procedimento de controle de qualidade pode justificar ou ndo a
rejeicdo de uma observacdo suspeita de estar contaminada por erro grosseiro, pois pode
ser muito dificil determinar, com alta confianca, quais observaces (medidas) estdo
isentas de falhas (erros grosseiros), e quais observacfes estdo contaminadas por erros
grosseiros, uma vez que a influéncia de erros grosseiros pode afetar os residuos de
varias observacdes (Figura 1.2). Quando houver qualquer suspeita de erro grosseiro em
alguma observacdo, com certo nivel de confianca, esta medida deve ser refeita, se
possivel, ou entdo eliminada do conjunto de dados.

Uma das maneiras de evitar a existéncia de erros grosseiros nas observacoes é o
emprego de rotinas de controle em campo, como por exemplo, efetuar maltiplas leituras
de uma mesma grandeza, descartando e observando novamente os valores que se
afastarem muito do valor de referéncia adotado (média aritmética da série de leituras,
por exemplo). Ressalta-se que esse procedimento ndo elimina possiveis erros

sistematicos que contaminam todas as observacoes.
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Figura 1.2 — Exemplos da influéncia de erro grosseiro em uma observacéo no ajuste de uma reta.



Como exemplos de erros grosseiros em geomensura, pode-se citar o erro de
anotacdo em uma caderneta de campo, como por exemplo, inversao de digitos (47,459
m ao inves de 47,495 m); o erro na medicdo da altura do instrumento (nivel, estagdo
total, teodolito, antena GNSS e etc.); o sinal de retorno de um laser scanner
indevidamente refletido por determinado alvo indesejado, como um automovel em
deslocamento; o multicaminho acentuado ou distdrbios ionosféricos subitos no
posicionamento GNSS; eventuais falhas eletronicas (panes instrumentais), utilizacéo de
pontos de apoio fisicamente deslocados de sua posicdo original, alteracdo da altura do
prisma refletor sem o devido registro em um levantamento planialtimétrico, sinal
refletido erroneamente no modo de medicdo sem prisma da estagdo total; erro no
aumento da régua no nivelamento geométrico; erro de informacdo no croqui do
levantamento, erro na edic¢do/configuracdo de um ponto em levantamento automatizado,
solucdo fixa errada no posicionamento GNSS; erro na determinacdo de pontos
homologos em fotografias aéreas, dentre outros.

A etapa de deteccdo e identificacdo (localizagdo) de erros grosseiros é conhecida
como controle de qualidade, e é um dos temas de pesquisa mais investigados nas areas
relacionadas com as ciéncias geodésicas, pois 0s mesmos podem afetar
significativamente os resultados finais de um projeto, como por exemplo, os valores das
coordenadas dos pontos de uma rede de referéncia; além da dificil identificagdo, com
alta confianca, de quais observacGes contém erros grosseiros ou ndo apos a coleta dos
dados em campo. Para reflexdo, considere a seguinte questdo: na ocorréncia de um ou
mais erros grosseiros, como determinar quais observacdes contém erro grosseiro ou ndo

no erro de fechamento (linear ou angular) de uma poligonal planimétrica?

1.3 Erros aleatorios

Erros aleatdrios, ao contrario dos erros sistematicos e grosseiros, sdo inevitaveis,
sendo uma caracteristica intrinseca da observacéo, resultando da incerteza associada a
natureza experimental do processo de medidas, ou seja, da propria precisdo da
observacgdo, diretamente relacionada ao instrumento e a técnica utilizada. Os erros
aleatdrios também sdo chamados de randémicos, por ndo possuirem tendéncia, podendo
ser ora positivos ora negativos; de acidentais, por serem inevitaveis; e também de
estatisticos, por apresentarem natureza probabilistica.

Os erros aleatorios sdo 0s erros remanescentes ap0s todas as falhas (erros

grosseiros) e tendéncias (erros sistematicos) terem sido removidas dos valores medidos



(observados), sendo resultados da incerteza (limitacdo) do proprio observador, da
técnica de medida e/ou do equipamento utilizado e das proprias condigdes de
observacao.

Geralmente, os erros aleatdrios sdo de pequena magnitude, e a probabilidade
destes serem positivos ou negativos, ou seja, acima ou abaixo do valor verdadeiro, é a
mesma, pois ndo possuem tendéncia ou causa conhecida, ao contrario dos erros
sistematicos (Figura 1.3). Desta forma, os erros aleatérios ndo seguem uma lei fisica (ou
deterministica), e, portanto, devem ser tratados de acordo com as leis matematicas da
probabilidade, ou, em outras palavras, apresentam resultados “imprevisiveis” ou de

natureza randdémica.
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Figura 1.3 — Diferenga entre erros sistematicos e erros aleatorios.

Os erros sistematicos, como a propria denominacdo sugere, tendem a se
acumular, pois em geral sdo sempre positivos ou sempre negativos, enguanto os erros
acidentais (aleatérios), por serem ora positivos e ora negativos, tendem a se neutralizar
(compensar), conforme o numero de observagdes aumenta. Ressalva-se que 0s erros
sistematicos se confundem com os erros aleatorios quando sdo de baixa magnitude em
relacdo a precisdo do instrumento ou método utilizado, ou de causas ndo conhecidas ou
negligenciadas. Por exemplo, a negligéncia da carga da atmosfera, um erro sistematico
cujo efeito é de no maximo alguns cm, no posicionamento GNSS utilizando
smartphones, cuja precisdo posicional resultante é da ordem de metros.

Sao exemplos de erros aleatorios a centragem imperfeita durante a instalacéo de
um equipamento topografico em um ponto; o pequeno desnivel remanescente da bolha

tubular durante a leitura de uma direcdo angular; a estimativa dos milimetros (ou dos



segundos de arco) durante a leitura otica de uma distancia (ou de um angulo); o erro em
pixels na identificagdo de um ponto de controle em uma imagem; o erro de colimacao
em visadas por meio de niveis e estacOes totais; a precisdo centimétrica no
posicionamento RTK com solucédo fixa das ambiguidades; a prépria precisdo nominal
do instrumento, fornecida pelo fabricante e etc.

Um exemplo de estudo experimental dos erros acidentais é o classico trabalho de
Bradley no inicio do século XVII, que tinha por objetivo obter a posi¢cdo do ponto
vernal, por meio de 462 determinacdes da ascensdo reta do Sol. Apos terem sido
eliminadas todas as influencias sistematicas conhecidas na época, foram calculados os
desvios das 462 observacGes em relacdo a média aritmética destas, resultando em 230
residuos negativos, e em 232 residuos positivos, com simetria e predominio de valores
em torno da média, isto €, valores dos residuos em geral proximos de zero.

Desta forma, de maneira resumida, pode-se afirmar que os erros acidentais,

embora aleatdrios, revelam certa regularidade, e, conforme o nimero de observagdes

aumenta:
. Os erros aleatérios de mesma magnitude, mas de sinais opostos, sao
equiprovaveis;
" Os erros aleatdrios de magnitude menor ocorrem com maior frequéncia;
. A média aritmética dos erros aleatdrios tende a ser nula (zero).

1.4  Erro absoluto e erro relativo

O erro absoluto de uma grandeza corresponde ao valor absoluto (em médulo)
deste erro. Por exemplo, no caso do erro angular ser igual a -3”, o erro angular absoluto
é igual a | -3 | = 3”. O erro relativo de uma grandeza corresponde ao erro absoluto
dividido pelo valor exato (em modulo) desta grandeza. Por exemplo, no caso de um erro
de 4 mm em uma distancia de 250 m, o erro relativo é igual a | 0,004 m | /| 250 m | =
0,000016 = 1 / 62.500. Note que o erro absoluto é expresso na mesma unidade de
medida da grandeza, enquanto o erro relativo é adimensional (sem unidade). O erro
absoluto e o erro relativo podem ser verdadeiros (quando em relacdo ao valor
verdadeiro da grandeza) ou aparentes (quando em relacdo ao valor de referéncia desta
grandeza).

Em alguns casos, como em grandezas angulares, € mais usual expressar o valor

do erro absoluto. Em outros casos, como em grandezas lineares, pode-se expressar



também o valor do erro relativo. Por exemplo, o erro em ppm (partes por milhdo),
corresponde ao erro de uma unidade a cada um milh&o de unidades da grandeza, como 1
mm a cada 1.000.000 de mm, ou seja, 1 mm a cada 1 km. Nestes casos, o erro relativo
fornece mais informacgdes do que o erro absoluto, uma vez que, em termos absolutos, o
erro de 2 cm em 100 m é igual ao erro de 2 cm em 1 km, entretanto, em termos
relativos, o erro de 2 cm em 100 m (] 0,02 | /| 100 | = 1/ 5.000) é dez vezes maior que 0
errode2cmem 1 km (] 0,02 |/]1000 | =1/50.000).

1.5  Precisdo e acuracia de um conjunto de medidas

Conforme j& exposto, devido a inevitavel existéncia de erros nas medidas,
observacdes repetidas de uma mesma grandeza irdo apresentar valores numéricos
diferentes. A discrepancia € definida como a diferenca algébrica (numérica) entre duas
observacGes de uma mesma grandeza. Quando pequenas discrepancias (diferencas)
existem entre observacOes repetidas de uma mesma grandeza, geralmente, assume-se
que apenas erros pequenos existem nestas observacdes. Entretanto, valores numéricos
“precisos” nao sao necessariamente valores numéricos “acurados”.

Para ajudar a entender a diferenca entre o conceito de precisdo e o conceito de

acurécia, as seguintes defini¢cdes sdo apresentadas:

. Precisdo € o grau de consisténcia entre as observacdes que formam um
conjunto de dados (valores observados), baseado no tamanho das
discrepancias encontradas neste conjunto de valores, ou seja, € uma

medida da dispersédo interna ou relativa da amostra;

. Acuracia ¢ a medida de “proximidade” absoluta entre uma grandeza
medida, ou um conjunto de grandezas medidas, e o seu valor verdadeiro.
Como geralmente o valor verdadeiro de uma grandeza ndo pode ser
determinado, a acuréacia de uma medida, ou de um conjunto de medidas,

na pratica, é desconhecida.

A diferenca entre precisdo e acuracia pode ser demonstrada utilizando como
exemplo observacdes de distancia. Assumindo que a distancia entre dois pontos foi
medida por trés métodos diferentes: contagem do numero de passos do observador;

medicdo com trena e medicdo com estacdo total; e que cada procedimento (método de



medida) foi realizado (repetido) cinco vezes, resulta nos valores apresentados na Tabela
1.1, extraidos de Ghilani & Wolf (2006).

Tabela 1.1 — Cinco observag@es de uma mesma distancia por meio de trés métodos de medicGes

diferentes.
Observacdo | Medidas com passos (m) | Medidas com trena (m) | Medidas com esta¢do total (m)
1 5714 567,17 567,133
2 562,7 567,08 567,124
3 565,8 567,12 567,129
4 588,6 567,38 567,165
5 556,5 567,01 567,114
Média (m) 569,0 567,15 567,133

Analisando a Tabela 1.1, nota-se que os valores obtidos pela contagem do
ndmero de passos apresentam uma dispersdo interna muito maior do que os valores
obtidos com a utilizacdo da trena ou da estacdo total, ou seja, dos trés métodos
considerados, a medicdo com passos € 0 que apresenta a menor precisao, isto é, as
maiores discrepancias em seu conjunto de medidas. Nota-se ainda que, na contagem do
namero de passos, a precisdo (discrepancias) € da ordem de decimetros, na medigdo
com trena, a precisdo (discrepancias) € da ordem de centimetros, e na medicdo com
estacdo total, a precisdo (discrepancias) é da ordem de milimetros. A Figura 1.4,
adaptada de Ghilani e Wolf (2006), permite realizar uma comparacdo mais detalhada

entre os dois ultimos métodos analisados.
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567.0 567.1 | 567.2 567.3 567.4
Meédia de e (estacao total) - - | Meédia de t (trena)

Figura 1.4 — Plotagem dos valores observados com trena (t) e estacdo total (e).

Analisando a Figura 1.4, nota-se que, embora as médias dos valores obtidos
utilizando a estacdo total e a trena sejam muito proximas (567,133 m e 567,15 m;
respectivamente), a disperséo interna dos valores medidos com a estacdo total € menor
do que a dispersdo interna dos valores medidos com a trena, ou em outras palavras,
neste caso, a precisdo do método de medicdo com estacdo total € maior do que a

precisdo do método de medigdo com trena.




Entretanto, como os valores dos erros que contaminam as medidas séo sempre
desconhecidos, ndo necessariamente, a média dos valores da estacdo total € mais
acurada do que a média dos valores da trena. Por exemplo, a estacdo total pode estar
com algum erro de afericdo, fazendo com que os valores medidos, e consequentemente,
a média aritmética destes, sejam ligeiramente menores do que o valor “verdadeiro”, e
desta forma, a média dos valores da trena pode ser uma grandeza mais acurada, ou seja,
mais préxima do verdadeiro valor, do que a média dos valores da estacdo total, embora
os valores medidos com trena sejam mais imprecisos.

Além disso, analisando ainda a Figura 1.4, nota-se que o maior valor observado,
tanto na medicdo com trena quanto na medicdo com estacdo total, estd
significativamente mais afastado dos demais (relativos ao mesmo método de medi¢éo),
podendo indicar a presenca de erro grosseiro nas respectivas observacoes.

Outro exemplo classico encontrado na Literatura para ilustrar a diferenca entre
precisdo e acuracia envolve quatro atiradores (atiradores a, b, ¢ e d) realizando “tiros ao

alvo”, conforme ilustra a Figura 1.5.

Figura 1.5 — Exemplo classico dos conceitos de precisdo e acuracia utilizando tiros ao alvo.



Analisando os resultados dos tiros na Figura 1.5, nota-se que o atirador a) ndo
foi nem preciso, pois apresenta alta disperséo interna em seus tiros, e nem acurado, pois
a média dos seus disparos estd muito distante do centro do alvo; o atirador b) foi
preciso, com baixa dispersao interna dos seus tiros, mas nao foi acurado, pois a média
dos seus disparos esta relativamente afastada (acima e a esquerda) do centro do alvo; o
atirador c) ndo foi preciso, com alta dispersdo interna dos seus tiros, mas foi acurado,
pois a média dos seus disparos praticamente coincide com o centro do alvo; enquanto o
atirador d) foi preciso, com baixa dispersdo interna dos seus tiros, e acurado, pois a
média dos seus disparos praticamente coincide com o centro do alvo. Ressalva-se que
observador b) pode se tornar acurado, bastando, para isso, corrigir a tendéncia existente
em sua pontaria, no caso, ajusta-la para baixo e para a direita.

Geralmente, quando se realiza um conjunto de medidas, como, por exemplo, 0
levantamento das divisas de um imdvel, naturalmente, deseja-se obter um resultado
semelhante ao encontrado pelo atirador d). Entretanto, como o verdadeiro valor das
grandezas medidas € desconhecido, na prética, pode-se determinar apenas se 0S
resultados sdo pouco discrepantes entre si, ou seja, precisos, como em b) e em d), ou
ndo, como em a) e em c¢), mas nunca qual a magnitude (se esta existe) de uma possivel
tendéncia nos resultados, como em a) e b).

O caso em b) pode ocorrer quando existe um erro sistematico (tendéncia em
comum) em todas as medidas, enquanto o caso em c¢) pode ocorrer em um método nédo
muito preciso, mas realizado tomando todas as precaucGes para minimizar possiveis
efeitos sistematicos/cumulativos, como medidas com trena aplicando a tenséo correta e
evitando a catenaria, por exemplo, enquanto o caso em a) ocorre quando as observacdes
ndo sao corrigidas dos erros sistematicos, e a0 mesmo tempo, sdo efetuadas de maneira
displicente/descuidada pelo observador, como por exemplo, calagem (centragem +
nivelamento) errbnea de um equipamento, e efetuar leituras Unicas e
despretensiosas/apressadas em um levantamento topografico, o que pode ser atribuido a
um profissional mal qualificado, com falta de ética profissional ou inexperiente.

De maneira resumida, observagdes como nos casos em a) e ¢) sdo indesejadas,
pois a precisdo € baixa e conhecida, mas a acuracia é desconhecida, independente de ser
alta ou baixa, observacfes como no caso em d) sdo sempre desejadas (precisas e
acuradas), e observac6es como no caso em b) podem ser desejadas, pois s@o precisas, e

também podem ser acuradas, desde que 0s erros sistematicos sejam de causas



conhecidas, e desta forma, devidamente corrigidos, além dos erros grosseiros serem
evitados e/ou eliminados.

Modernamente, uma corrente de autores define a acuricia como sendo um
somatorio envolvendo tanto os efeitos de precisao, relacionados aos erros aleatorios,
quanto os efeitos de tendéncia, relacionados aos erros sistematicos e/ou grosseiros.
Desta maneira, na auséncia de tendéncia nos valores medidos, ou seja, existéncia
somente de erros aleatdrios nas observagdes, o conceito de precisdo se confunde com o

conceito de acuracia.



2.

CONCEITOS BASICOS DE PROBABILIDADE E ESTATISTICA

Conforme visto no capitulo anterior, observacdes realizadas em um processo de

medicdo qualquer sdo contaminadas por erros dos mais diversos tipos. Estes erros

podem ser de natureza deterministica (erros sistematicos), de natureza probabilistica

(erros aleatdrios) ou falhas (erros grosseiros). Os erros aleatdrios ou acidentais sdo

inevitaveis, sendo uma caracteristica intrinseca da observacdo, relacionados com a

propria precisdo da medida; como a técnica empregada; equipamento utilizado,

limitacdo ou experiéncia do observador, condi¢des de observacéo e etc.

Portanto, como toda observacdo esta sujeita aos inevitaveis erros aleatorios, de

natureza probabilistica, algumas nocbes sobre probabilidade e estatistica se fazem

necessarias. Inicialmente, sdo apresentadas as seguintes definicoes:

Observacdo: Uma observacdo (medida), ou um evento estatistico, é o resultado

de um experimento estatistico, como por exemplo, a medicao de uma distancia;

Varidvel aleatdria e vetor aleatorio: Uma varidvel aleatdria € o resultado de um
evento estatistico, ou seja, de uma observacdo. Uma variavel aleatéria pode ser
de natureza discreta (numero inteiro) ou continua (ndmero real). Um vetor

aleatorio é um vetor cujas as componentes (elementos) sdo varidveis aleatorias;

Populacdo e parametros populacionais: Uma populacédo é a totalidade de todos
0s eventos, isto &, inclui todos os possiveis valores que uma variavel aleatéria
pode assumir. A populacdo é descrita por um conjunto finito de parametros,
denominados parametros populacionais. A distribuicdo normal, por exemplo,
descreve uma populacédo de eventos completamente especificada por apenas dois

pardmetros: média e variancia populacional;

Amostra: Uma amostra € um subconjunto da populacdo. Por exemplo, se uma
mesma distancia é medida (observada) dez vezes, entdo estas dez observacdes
formam uma amostra (subconjunto) de todas as medigdes possiveis deste

experimento, isto €, da populacdo deste evento estatistico;

Estatistica, estimador e estimativa: Uma estatistica representa uma estimativa de

pardmetros populacionais, ou uma fungdo destes parametros. A estatistica é



2.1

obtida a partir de uma amostra da populacdo. Por exemplo, se uma mesma
distancia é medida dez vezes, entdo a média amostral destas dez observagdes
pode ser utilizada para estimar a média populacional deste experimento. O
estimador € a média amostral, e a estimativa € valor numérico da média

amostral, calculado em fun¢do da amostra observada;

Probabilidade: A probabilidade esté relacionada com a frequéncia de ocorréncia
de um evento (observacdo) em especifico. No caso de variaveis aleatorias
continuas, cada intervalo numérico [a, b] no qual a variavel aleatéria x pode
estar contida tem uma probabilidade de ocorréncia associada, definida por
P(a < x < b), e esta sempre est4 contida entre 0<Pla<x<b)<

1 (ou analogamente, entre 0 e 100%);

Funcéo densidade de probabilidade: A funcdo densidade de probabilidade (fdp)
relaciona a probabilidade dos possiveis valores de uma variavel aleatoria

continua x. Se f(x) denota a funcéo densidade de probabilidade de x, entdo:

Pla<x<b)= fabf(z)dx

é a probabilidade desta variavel aleatdria x assumir um valor dentro do intervalo
continuo [a, b]. Por exemplo, se para uma distancia entre dois pontos (variavel
aleatoria x), tem-se: P(100 < x < 100,1) = 0,7 = 70%, entdo a probabilidade
de uma medida qualquer desta distancia apresentar um valor entre 100 e
100,1 m é de 70%.

Principais estatisticas (estimadores amostrais)

Sabe-se que o verdadeiro valor de uma grandeza nunca serda conhecido pelo

observador, pela inevitavel existéncia de erros no processo de medidas. Desta forma, o0s

parametros populacionais, como a média e a variancia de uma grandeza, também nao

poderdo ser determinados. Entretanto, eles podem ser estimados por meio de uma

amostra desta grandeza, como por exemplo, por meio de “n” observacbes de uma

mesma distancia. Como exemplos de estatisticas, ou seja, estimadores dos parametros



de uma populacdo, tém-se a média amostral, a variancia amostral e o desvio-padrédo
amostral, dentre outros.

A média amostral é uma medida de tendéncia central (posi¢do) de uma variavel
aleatoria. Para uma amostra de n medidas de uma mesma grandeza (X), a média

amostral destas n medidas é dada por:
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A média amostral (X) é uma estimativa da verdadeira (e desconhecida) média
populacional (u). Ressalta-se que existem outras medidas de tendéncia central, como a
moda e a mediana. Em geral, somente a média amostral é aplicada em problemas das
ciéncias geodésicas e areas afins, embora a mediana seja um estimador mais insensivel a
presenca de erros grosseiros nas medicoes.

A variéncia amostral, ao contrario da média amostral, € uma medida de
dispersdo (isto €, variagdo) de uma variavel aleatoria. Para uma amostra de n medidas

de uma mesma grandeza (X), a variancia amostral destas n medidas é dada por:

2 _— 1 N V2
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A variancia amostral (S2) é uma estimativa da verdadeira (e desconhecida)
variancia populacional (a2).

Assim como a variancia amostral, o desvio-padrdo amostral também é uma
medida de dispersdo (variacdo) de uma variavel aleatoria, mas, ao contrario de S2,
possui a mesma unidade de medida da variavel aleatoria em estudo, o que facilita a sua
interpretacdo. Para uma amostra de n medidas de uma mesma grandeza (X), o desvio-

padrdo amostral destas n medidas é dado por:

1 < _
S=1/52 =+ m;(xi—xy



O desvio-padrdo amostral (S) é uma estimativa do verdadeiro (e desconhecido)
desvio-padréo populacional (o).

E importante buscar realizar o maior nimero de observacdes possiveis de uma
grandeza qualquer X, pois, de acordo com o teorema central do limite, conforme o
nimero de observacOes (n) aumenta, a média amostral das observagdes (X) converge
para a verdadeira média populacional desta grandeza (u), e a variancia amostral das
observagGes (S?2) decresce na proporgdo 1/n. Em outras palavras, o desvio-padrdo da

média amostral (X), também denominado de erro padrdo da amostra, é dado por:

De maneira resumida, pode-se dizer que conforme o nimero de observacées (1)

aumenta, a acuracia e a precisao da média amostral aumentam.

2.2  Distribuicao normal de probabilidade

Uma das funcdes densidade de probabilidade mais importante é a distribuicdo
normal, pois uma série de fendmenos fisicos e financeiros podem ser descritos por meio
desta distribuicdo de probabilidade. Nas ciéncias geodésicas, assume-se que 0S erros
aleatdrios, e, consequentemente, as observacdes (medidas realizadas), seguem
distribuicdo normal.

A distribuicdo normal é completamente descrita por dois parametros: média (u)
e variancia (o2) da variavel aleatéria em estudo (x). Ou seja, conhecendo-se estes dois
parametros, pode-se determinar qualquer probabilidade em uma distribui¢cdo normal. A

fdp de uma variavel aleatdria qualquer (x) que segue distribuicdo normal é dada por:

1 [_(E_éi)z
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E, portanto, a probabilidade desta variavel aleatoria (x) se situar dentro de um intervalo

numerico fechado [a, b] é dada por (ver também a Figura 2.1):
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A distribuicdo normal padrdo é uma distribuicdo normal de probabilidades com
p=0¢e o¢%=1. Para uma varidvel aleatéria qualquer (x) que segue distribuigdo
normal com u # 0 e o? =+ 1, pode-se obter uma nova variavel aleatéria (z), que
segue distribuicdo normal padrdo, ou seja, com =0 e o2 =1, e, desta forma, ao
invés de calcular a integral na expressao anterior, pode-se obter os valores de
probabilidade de ocorréncia de um intervalo numérico fechado qualquer, por meio da
consulta de valores tabelados para a distribuicdo normal padréo.

A distribuicdo normal de probabilidade apresenta simetria em relagdo a média
(u), ou seja, intervalos de valores acima e abaixo da média sdo equiprovaveis, e algumas
das principais propriedades da distribuicdo normal s&o apresentadas na Figura 2.1.

A titulo de exemplo, considere que uma variavel aleatéria segue distribuicéo
normal com média u = 100m e varidncia ¢ = 1m?, logo, existe 68,3% de
probabilidade do valor de uma observacdo qualquer desta variavel aleatéria se situar
entre 99 e 101 m (ou seja, entre u — o e u + o), existe 95,5% de probabilidade do
valor de uma observacdo qualquer desta varidvel aleatdria se situar entre 98 e 102 m
(ou seja, entre u— 20 e u + 20), e existe 99,7% de probabilidade do valor de uma
observacao qualquer desta variavel aleatoria se situar entre 97 e 103 m (ou seja, entre
u—30eu+30).

A probabilidade associada ¢é definida como nivel de confianca (NC), enquanto o
intervalo de valores é definido como intervalo de confianca (IC). Neste mesmo
exemplo, o intervalo numeérico entre 99 e 101 (IC) corresponde ao nivel de confianca de
95,5% (NC = 0,955).
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Figura 2.1 — Distribui¢o normal e principais intervalos de confianga associados.

Como o nivel de confianga correspondente ao intervalo entre a média menos trés
desvios-padrGes e a média mais trés desvios-padrdes € de 99,7%, usualmente,
presumindo-se auséncia de erros grosseiros ou sistematicos, considera-se trés vezes a
precisdo do conjunto de medidas como um valor para a acuracia (exatiddo) deste
conjunto de medidas, devido ao alto nivel de confianga associado.

Por exemplo, para uma estacdo total com PN angular de + 2”, pode-se inferir
que a acuracia (exatiddo) das medidas angulares deste instrumento é de 3-2” = +6”,
ou, em outras palavras, que uma leitura angular qualquer pode estar +6” defasada em

relacdo ao seu “verdadeiro” valor.

2.3  Aceitacdo e rejeicdo de medicoes

O desvio-padrdo de uma grandeza é uma medida de precisdo, ou seja, da
variacdo ou dispersdo esperada desta grandeza. Desta forma, pode-se definir critérios de
aceitacdo ou rejeicdo de observacGes em funcdo da comparacdo do residuo (ou erro
aparente) de cada observacdo (isto é, diferenca em relacdo a média) e o respectivo
desvio-padréo destas observagoes.

Em termos gerais, quando o valor observado (medido) de uma grandeza

apresenta um residuo superior a trés desvios-padrdes desta grandeza, no caso do



exemplo anterior, valores infeiores a 97 m ou superiores a 103 m, pode-se afirmar que
esta observacdo é um outlier, e, como a probabilidade de ocorréncia deste valor
observado é muito pequena (inferior a 0,3%), pode-se inferir que a observagdo em
questdo estd contaminada por algum erro grosseiro.

O desvio-padrdo de referéncia pode ser o desvio-padrdo amostral (S) ou o
desvio-padréo fornecido pelo fabricante (precisdo nominal do instrumento utilizado). E
importante ressaltar que caso duas ou mais observacfes apresentem residuos superiores
a trés desvios-padrdes, apenas a observacdo de maior residuo (em modulo) deve ser
excluida, pois, cada vez que uma observacéo € excluida da amostra, tém-se uma nova
média amostral e consequentemente novos valores para os residuos das observacdes
restantes, uma vez que a amostra inicial foi alterada.

Esta estratégia evita que outras observacdes sejam excluidas erroneamente, pois
todos os residuos podem apresentar valores menores que trés desvios-padrbes, em
maodulo, ap6s a exclusdo da observacdo de maior residuo e da obtencdo da nova média
amostral para as observacdes restantes. Este procedimento deve ser aplicado
iterativamente até nenhuma observacao ser excluida.

Idealmente, deve-se realizar duas ou mais medicdes de uma mesma grandeza,
para obter a média e o desvio-padrdo amostral deste conjunto de medidas. Porém,
muitas vezes, pode-se realizar uma Unica medicgdo e adotar o valor da precisdo nominal
como sendo o respectivo desvio-padrdo desta Unica medida realizada. Ressalta-se que
no primeiro caso é possivel realizar um controle das medicGes, enquanto o segundo caso
apresenta maior rendimento (produtividade) em campo. Dependendo da finalidade, um
ou outro pode ser empregado.

Por exemplo, no estabelecimento de redes de referéncia, € fundamental a
repeticdo das observacOes e 0 controle de erros grosseiros em campo, enguanto em um
levantamento planialtimétrico de detalhes, onde serdo levantados dezenas ou centenas
de pontos, nem todos os pontos necessitam de repetidas observacfes, contanto que
sejam tomados os devidos cuidados para evitar possiveis erros grosseiros de medicdo e
gue o0s erros sistematicos sejam devidamente corrigidos ou minimizados.

Além disso, duas medicGes de uma mesma grandeza possibilitam controle
(deteccdo de discrepancias), mas nao possibilitam a identificacdo de erros grosseiros,
pois ndo se pode identificar qual observagdo estd de fato contaminada dentre as duas.

Para deteccdo de um unico erro grosseiro por meio da analise dos residuos em relagédo a



média, deve-se realizar trés ou mais medidas; para a deteccdo de dois erros grosseiros,

deve-se realizar quatro ou mais medidas e assim por diante.

2.4  Precisdo nominal, leitura minima, calibracao e ajuste

Conforme mencionado anteriormente, a precisdo nominal (PN) é a precisdo
(desvio-padréo) do equipamento especificada pelo fabricante. E um valor seguro que
garante a idoneidade do fabricante. E definida pela norma alemi DIN18723, adotada
internacionalmente em um grande lote de equipamentos produzidos. O Anexo C da
NBR 13.133/94 especifica o procedimento utilizado para o calculo da PN nominal do
equipamento.

Normalmente, a PN angular dos goniémetros é dada em segundos de arco e a PN
linear dos diastimetros é dada em +(amm + bppm), onde a é constante e
independente da distancia e b € proporcional a distancia, expressa em partes por milhdo
(ppm), sendo que 1ppm = 1mm/km. Por exemplo, a estacdo total Leica TS50
apresenta PN angular de + 0,5” e PN linear de + 0,6 mm + 1 ppm (medi¢cdo com
prisma refletor).

A leitura minima é a menor graduacdo que um equipamento pode apresentar. A
leitura minima ndo é igual a PN do equipamento. Muitas vezes, é possivel estimar uma
leitura abaixo da minima, mas a leitura minima continua sendo definida pela menor
graduacdo do equipamento. Por exemplo, no caso de uma mira com graduagéo
centimétrica, onde a leitura minima é 1cm, mas, pode-se estimar a leitura dos
milimetros na execucdo de um nivelamento altimétrico.

E importante ressaltar que a PN do equipamento pode ser superior ou inferior &
leitura minima deste. Por exemplo, uma estacéo total com PN angular de +5” e leitura
minima de 1”, ou uma trena de aco classe | de acordo com a NBR 10123/1987, com PN
milimétrica e leitura minima (graduacdo) de 2 cm.

Outros conceitos importantes dizem respeito a calibracdo (afericdo) e ajuste
(regulagem) de um instrumento. Calibrar ou aferir significa determinar diferencas
(discrepancias) entre valores medidos com determinado instrumento e valores de
referéncia previamente conhecidos. O instrumento de medicdo ndo sofre alteracdo
alguma. Ajustar ou regular consiste em interferir no instrumento de tal forma que os
desvios (discrepancias) das medicGes sejam reduzidos ao minimo possivel, ou que as

discrepéncias ndo ultrapassem limites previamente estabelecidos.



Um exemplo é medir distancias com uma estacdo total em uma base conhecida.
A afericéo ou calibragdo consiste em constatar diferencgas entre os valores medidos com
a estacdo total e os valores de referéncia; enquanto o ajuste (regulagem) diz respeito a
modificacdo (manutencdo) da estacdo total, de tal forma que essas diferencas sejam
reduzidas. E recomendado realizar regularmente (por exemplo, anualmente) a afericéo,
e, Se necessario, 0 ajuste do equipamento, ou apds qualquer suspeita do mesmo estar

apresentando erros sistematicos em suas medidas.

2.5  Covariancia e coeficiente de correlacdo das observacoes

Em Topografia e Geodésia, usualmente, assume-se que as covariancias entre as
observacgdes sdo nulas, ou seja, ndo existe correlacdo (dependéncia estatistica) entre os
diferentes valores observados. Entretanto, a covariancia de duas observacdes, ou seja, a
variancia conjunta destas medidas, pode ser ndo nula. Em outras palavras, a variacao
nos valores de uma grandeza pode estar correlacionada com as variagfes nos valores de
outra grandeza, isto €, elas podem ser estatisticamente dependentes. Tal fato pode afetar
as relacdes anteriormente apresentadas.

Desta forma, em teoria dos erros, pode-se interpretar a correlacdo como
resultado das duas grandezas estarem contaminadas pelos mesmos tipos de erros, ou
seja, as fontes de erros nas duas medidas sdo as mesmas. Logo, variagdes em um valor
observado (medido) y;, devido a erros nesta medida, também resultam em variacdes
para outro valor observado (medido) y;, devido ao fato dos mesmos tipos de erros
também estarem contaminando esta medida.

Matematicamente, a covariancia Tyy; de um conjunto de n medidas para duas

variaveis quaisquer y; e y; € dada por:

1 n
Ty = 5, Z i — )y — 7)

ij=1

onde y; é o valor médio das n medidas para a variavel y; e y; € o valor médio das n
medidas para a variavel y;. A covariancia entre duas grandezas, ao contrario da

variancia de uma grandeza (S? ou ¢2), pode ser positiva ou negativa.
Covariancia positiva significa que quando uma grandeza aumenta, a outra

também aumenta, e quando uma grandeza diminui, a outra também diminui, enquanto



covariancia negativa significa que quando uma grandeza aumenta, a outra diminui, e
vice-versa. Quando a covariancia for nula (iny,- = 0), as duas observacdes sdo ditas
estatisticamente independentes ou decorrelacionadas. Naturalmente, oy, = 0y, OU
seja, a covariancia entre y; e y; € igual a covariancia entre y; e y;.

Como exemplos de observacdes decorrelacionadas, pode-se citar sucessivas
medi¢cdes com estacdo total ou nivel topogréafico, pois se assume que o valor medido
para uma distancia, angulo ou desnivel, ndo terd qualquer influéncia sobre o valor
medido de outra distancia, &ngulo ou desnivel.

Como exemplo de observagbes correlacionadas, pode-se citar as componentes
3D de uma linha-base no posicionamento relativo GNSS, pois sdo 0s mesmos satélites e
receptores envolvidos no posicionamento, e desta forma, sdo as mesmas fontes de erro
que contaminam cada uma das trés componentes da linha-base, resultando em trés
observaveis correlacionadas entre si.

Outro exemplo diz respeito as coordenadas dos pontos de controle em um
problema de estagdo livre. Em geral, 0s mesmos métodos e observacdes sdo utilizados
para determinar as coordenadas de um ponto de controle, resultando em correlacdo de
erros nas coordenadas deste ponto de controle.

Além da covariancia, o coeficiente de correlacdo indica o quanto duas variaveis
aleatOrias sdo estatisticamente relacionadas ou ndo. Para relacfes lineares, um dos
coeficientes de correlacdo mais utilizados neste sentido é o coeficiente de correlagédo de

Pearson, dado por:

Oy
pYin -

0y 0y;

onde o, € 0 desvio-padrdo de y; e Ty, € o desvio padrdo de y;. O coeficiente de
correlagé@o de Pearson varia entre —1 e +1, onde Pyy; = —1 indica perfeita correlagéo
negativa (linear), e Pyiy; =1 indica perfeita correlacdo positiva (linear), enquanto
Pyiy; = 0, que ocorre quando Oyy; = 0, indica que as duas varidveis aleatdrias sdo

linearmente independentes (Figuras 2.2 e 2.3).
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Figura 2.3 — Exemplos de alta, baixa, e nula correlagdo linear entre duas varidveis x e y.

2.6 Erroquadratico médio (EQM)

Conforme visto anteriormente, o desvio-padrdo € um indicativo da precisao de
um conjunto de medidas, ou seja, da dispersdo desta amostra em relacdo a sua média.
Entretanto, quando se conhece um valor de referéncia de alta confianca para a grandeza
observada (superior a média amostral), pode-se determinar um indicador do erro médio
deste conjunto de medidas.

Desta forma, o erro quadratico médio (EQM) é a esperanca do quadrado da
diferenca entre o valor estimado e o valor verdadeiro ou de referéncia. Muitas vezes, é
mais interessante analisar a raiz quadrada do EQM, por apresentar a mesma unidade de
medida do conjunto de observacOes realizadas. Nestes casos, 0 RMSE (root mean

square error) de um conjunto de valores x; (para i=1,23, ..., n)édado por:

Z?=1(xi - #)2
n

RMSE =



O RMSE é calculado quando se conhece um valor de referéncia (1), como por
exemplo, as coordenadas conhecidas de um ponto de controle, fornecendo informacéo
sobre a exatiddo “média” da amostra, isto é, analisando os erros “verdadeiros”. Na
maioria das aplicacdes, o valor de referéncia sera a média amostral, podendo-se obter
informacdo somente da precisdo por meio do desvio-padrdo amostral (S) e do erro

padrdo da amostra (Sx), isto é, analisando os erros aparentes.



3. PROPAGACAO DE ERROS
Uma grandeza x, que é calculada ou estimada em fungéo de outras n grandezas

que foram medidas ou observadas (y;, ¥,, s, -.- , ¥n), Pode ser representada por:

X = f(yl,}/z; V3, ---'yn)

onde na expressdo acima, representa-se 0 fato de que a grandeza desconhecida (ou
parametro) x € calculada (estimada) em funcdo das n grandezas conhecidas ou
observadas (v1,¥2, V3, - »Yn), OU Seja, por meio de relacbes matemaéticas conhecidas
relacionando os valores que foram medidos. Considerando que os valores
observados (y1, ¥, Vs, - , ¥n) SA0 grandezas experimentais, ou seja, possuem incertezas
(variancias) associadas, se 0s erros nas n observagfes sdo completamente
independentes, ou seja, as covariancias entre estas sdo nulas, entdo a variancia da

grandeza calculada ou estimada x é dada por:

2_(6x)2 2+(6x)2 2+(6x)2 2 L +<6x) 5
Ox = 9y, Oy, 3y, Oy, 3y Oy, oy, Oy,

Onde:

. ;—; é a derivada parcial da funcdo x = f(y1,¥2, Vs, .., ¥n) €m relacéo a
grandeza y; (parai =1,2,3, ..., n);

. oy, € a correspondente variancia da grandeza y; (parai = 1,2,3, ..., n).

o . .. ax \ 2
Note que como as variancias ayzi sdo sempre positivas, e 0s termos (a—x)
i

também sdo sempre positivos, a variancia resultante (¢2) para a grandeza calculada x
também serd sempre positiva.

A expressao anterior, apresentada para a propagacao de erros na forma algebrica,
é incompleta, pois considera somente as variancias (e ndo as covariancias) das
observacOes envolvidas. Para 0s casos em que as covariancias entre as grandezas

medidas sdo ndo nulas, isto €, quando as observacGes sdo correlacionadas, €



recomendado utilizar a propagacdo de erros na forma matricial, por meio da lei de
propagacéo de variancias e covariancias.

A propagacéo de erros € um tema de fundamental importancia em Topografia e
Geodésia, pois todas as grandezas mensuradas em um levantamento, como medicdes
lineares e angulares, por exemplo, possuem incertezas (precisdes) associadas. Uma vez
que as coordenadas dos pontos levantados sdo grandezas obtidas em fungdo destas
mensuracles, por meio de relacbes matematicas conhecidas, inevitavelmente, havera
uma propagacdo de erros dos valores medidos (observados) para os valores obtidos
(calculados) do levantamento.

A aplicacdo e andlise da propagacdo de erros é de extremo interesse ao
profissional, pois permite determinar qual a precisdo dos resultados finais de um
levantamento topografico ou geodésico, ou seja, possibilita inferir qual é a qualidade
final do servico realizado, considerando a propagacdo de erros de todas as medicdes
envolvidas.

Dentre alguns fatores que afetam o resultado da propagacdo de erros, pode-se
citar a quantidade de pontos de controle; a qualidade (precisdo) dos pontos de controle;
a distribuicdo espacial dos pontos (geometria do levantamento); a precisdo do
equipamento e do método (técnica de medicdo) empregado; o nimero de observagdes
realizadas, dentre outros.

Ressalta-se que a propagacao de erros considera somente a influéncia de erros de
natureza probabilistica, isto é, dos erros aleatorios. Erros sistematicos ou grosseiros
devem ser evitados, minimizados, corrigidos ou devidamente identificados e excluidos
por meio de rotinas de controle. A propagacdo de erros (aleatdrios) somente é realizada

apos todo o tratamento de erros sistematicos e/ou grosseiros nas observacoes.

3.1  Algumas relagcdes matematicas e derivadas parciais em propagacao de erros

A seguir sdo apresentadas algumas derivadas parciais genéricas para propagacao
de erros. Ao leitor interessado, o website WolframAlpha disponibiliza uma biblioteca
online gratuita com diversas ferramentas matematicas, incluindo o calculo diferencial e
integral, por meio do seguinte endereco eletronico:

http://www.wolframalpha.com/examples/Math.html.

. Soma ou subtragéo de grandezas: Se x = y; — y, + y3, entdo: :7x =+1;
1


http://www.wolframalpha.com/examples/Math.html

ox . Ox

=-1; —=+1.
0y> ay3
" Soma ou subtracdo de grandezas multiplicadas por termos (valores)
£ . 0
constantes: Se x = ay; — by, + ¢, entdo: ﬁ =
1
dx dx
a; — = —b; — = 0, com a, b e c constantes.
ay, dc
S . ~ ax ax
. Produto de variaveis: Se x = y,;y, — aysYy,, entao: 3y, = V2 5=y
1 2
ox x
— = —ay,; — = —ays, com a sendo uma constante qualquer.
0y3 Y4
« o Y a -
. Razdo de varidveis: Se x =22 entio: —=—; —="21 ¢com q
Y2 oy, Y2 0y Y2
constante.
« )
. Produtos de expoentes: Se x = ay?y; —bys +y;, entdo: ﬁ =
1
3.
2ay1y;;
ox 2.2 x 3 0x 4
— = 3ayiy;; — = —4by;; — = 5y,, com a e b sendo constantes
0y> 0y3 0y,
quaisquer.
" Funcdes trigonométricas: Se x =asen(y,) + b cos(y,) —
« ) )
c sen(dy;) — e cos(f yZ), entdo: Z = acos(y,); — =
0y1 a9y,

—b sen(y,); :—;3 = —c dcos(dys);

] .

% =2e fsen(f y2) ys,coma,b,c,d, e, f sendo constantes quaisquer.
4

. Funcgles exponenciais e logaritmicas: Se x = ae?”* — cIndy,, entdo:
d a d L
Z =—abeb, = =_2% com a,b,c,d sendo iguais a constantes
a0y, 0y, Y2
quaisquer.

3.2 Propagacéo de erros em Topografia e Geodésia
A seguir, é apresentando um formulario para a propagagédo de erros esperados/

incertezas/precisdes/desvios-padroes de modo simplificado, isto é, desconsiderando



eventuais correlagdes entre as observacdes, em alguns dos principais modelos
matematicos utilizados em Topografia e Geodésia. Considere “c” = desvio-padréo da
respectiva grandeza em todo o formulario, expresso em metros para grandezas lineares,
em metros quadrados para grandezas de superficie (drea) e em segundos de arco

sexagesimal para grandezas angulares.

Nivelamento geométrico
Considere Hy, = cota/altitude da vante; Hy = cota/altitude da ré; DN = desnivel da ré
para a vante; H; = cota/altitude do plano de visada ou “altura do instrumento”; L, =

leitura na vante; L, = leitura na ré:

HV:HR‘l‘DN, DN:HI_LV_(HI_LR):LR_LV

Oy = T |0fi, + 0hn opy = £ |0}, + 0}
|4 R R \4

Considerando o,, = 0, = k- DH, onde k = constante nominal para uma leitura unica
na régua, em funcdo do nivel e da régua/mira utilizada (por exemplo: k = 0,0006 m/
30 m = 0,00002 para leituras no modo eletrénico do nivel digital Leica Sprinter 150) e

DH = distancia horizontal média do instrumento a cada ponto visado, tem-se:

oy, = i\/a,_z,R +2(k-DH)?

Nivelamento trigonométrico com estacao total

Considere H, = cota/altitude do ponto visado/vante; H; = cota/altitude do ponto de
estacao; DN = desnivel do ponto de estacdo para o ponto visado/vante; DI =
distancia inclinada; Z = angulo zenital de visada; A; = altura do instrumento/estacédo

total; A; = altura do sinal refletido:

Hy = H,+ DN, DN = A; + DI cos Z — A



— 2 2
Oy, = T /O'HI + opns
2

m
OpN = i\/aji + (cos Z)?a5; + (DI sen Z)? (O'Z : m) + 05

Assumindo o, = g4, = * 2mm, a expressao acima se torna:

_ fz 2
Oy, =t oh, + OhN

T 2
— 2 2 2 Taa000
Oy = ij0,000008+ (cos 2)20%; + (D sen2)? (07 =05 )

Célculo da distancia total utilizando “n” distancias parciais

Considere D = distancia total; d; = i-ésima distancia parcial parai = 1,2,3,...,n

D=d,+d, +d;+-+dy aDziJa§1+a§2+o§3+---+a§n

A distancia considerada pode ser horizontal, como por exemplo, distancias parciais com
trena para obtencdo do perimetro de um poligono, ou vertical, como por exemplo,

multiplos lances em um nivelamento altimétrico.

Irradiacdo planimétrica/método polar

Considere X = coordenada leste do ponto visado/vante; Y = coordenada norte do ponto
visado/vante; X, = coordenada leste do ponto de estacdo; Y, = coordenada norte do
ponto de estacao; DH = distancia horizontal do ponto de estacdo ao ponto
visado/vante; Az = azimute do ponto de estacdo ao ponto visado/vante; DI = distancia
inclinada do ponto de estagdo ao ponto visado/vante; Z = angulo zenital de visada a
vante; Azgp; = azimute do ponto de estagdo a ré; I = angulo horizontal irradiado da
direcdo da ré a direcdo da vante no sentido horario; Hz" = direcdo horizontal lida no
ponto visado/vante; Hz® = direcdo horizontal lida na ré; o, = erro de centragem do
instrumento em segundos de arco sexagesial; e = erro de centragem do instrumento em

metros; DH ¢ = distancia do ponto de estagdo ao vértice de ré:



X =X, +DHsenAz, Y =Y,+ DHcosAz

2

n
ox = i\/a,?o + (sen Az)*cjy + (DH cos Az)? (GAZ ' 648000)

2

T
oy = i\/a&o + (COSAZ)ZO-EH + (DH SenAZ)2 (O-AZ ) 648000)

2

648000)

DH = DIsenZ, Opy = i\/(senZ)zaDzl + (DI cos Z)? (O'Z -

Az = Azpg+1, | =Hz" —Hz®

2
Opz =+ |(Oase) + (@)% 0= £/(@,)7 + (0,07 + (00)7,

2 2
. 648000 | PHrs + DH

% 7 DHp-DH

&

. . 972 \/DH;gE““DHZ
Assumindo ¢, = + 0,0015 m na expressdo acima, resultaem: o, = + | ————
T DHpg'DH

Para a precisdo planimétrica resultante do ponto irradiado, considerar:

2
Oyp = +4J0Z + 02 = i\/%?o + oy, + opy + DH? (UAZ ' 64-;:)00) '

Calculo do azimute do ponto i ao ponto j em funcdo de suas coordenadas
planimeétricas

Considere Az = azimute do ponto i ao ponto j; X; = coordenada leste do ponto i; Y; =
coordenada norte do ponto i; X; = coordenada leste do ponto j; Y; = coordenada norte

do ponto j; C = constante obtida em fungéo da analise de quadrante do azimute:



X, — X,
Az=tan‘1<yj l>+C

_ 0Az\* , (9Az\* , (04z\" , (9Az\* | (648000
oz =+ \ax; 0X1+<axi> %\ 3y, "Yﬁ(ayi)%'( )

0Az (Y, 1) 0Az (v, -Y)
oxX; [(Xl- - x)" + (¥, - Yi)z]’ oxX; [(Xj -X) + (- Yi)z]

0Az (X — X;) 0Az (X; — X;)

M=) ] [0 (- )]

Considerando (X; — X;)° = (X; — X;)" = Ax% (v;—¥) = (¥, —1;)" =AY? e o
quadrado da distancia horizontal entre os dois pontos como sendo DH? = AX? + AY?, a

expressao para a precisao do azimute se torna:

AY \? AX \? 648000
o1 = j(m) (a’%era’%i)J’(DHZ) (o7, + o2,) ( - )

Célculo do angulo irradiado entre trés pontos em funcdo de suas coordenadas
planimétricas

Considere I = angulo irradiado, sendo i o vértice de ré, j o vértice de estacdo e k 0
vértice de vante; Az; = azimute do ponto j ao ponto i; Az;, = azimute do ponto j ao
ponto k; X; = coordenada leste do ponto i; ¥; = coordenada norte do ponto i; X; =
coordenada leste do ponto j; Y; = coordenada norte do ponto j; X; = coordenada leste
do ponto k; Y, = coordenada norte do ponto k; C = 0, +360° ou —360°, em funcdo do

resultado obtido para I:

X — X Xi—X;
— — -1 J -1 ! J
I = Azj, — Az;; = tan (Yk_yj)—tan <Yi—Yj>+C



. (01)2 2+(01)2 . (O ’ ., (2 ’ 2+(61)2 , +(01)2 , (648000)
== Nox,) %" \ay;) i \ax;) T \ay;) T \ax,) T \ay,) e =

Considerando (X, — X;)° = AX; % (e = Y)* = AV,% (xi—X,)" = Ax;%; (Vi —

2 ~
Y))" =A4Y;%  DHy? = AXp” +AY,?  DHy? = AX;” +AY;* e as  relagbes
apresentadas no calculo do azimute entre dois pontos em funcéo das suas coordenadas

planimétricas, a expressdo para a precisdo do angulo irradiado se torna:

2 2 2 2
AY; AX; AY; AXj;
— jk 2 2 jk 2 2 Jt 2 2 Ji 2 2
o == \/(Dij2> (GX], + axk) + (Dij2> (ayj + oyk) + (DH--2> (ij + O'Xi) + <DH--2> (O’y}, + Jyl,)

Jt J

(648000)
T

Célculo da distancia geométrica (tridimensional) entre dois pontos i e j em funcéo
de suas coordenadas cartesianas planialtimétricas

Considere DI = distancia inclinada/geométrica/3D entre os pontos i e j; X; =
coordenada leste do ponto i; ¥; = coordenada norte do ponto i; Z; = cota ou altitude do

ponto i; X; = coordenada leste do ponto j; ¥; = coordenada norte do ponto j; Z; = cota

ou altitude do ponto j:

DI = \/(X,- %)+ (G- +(z-2)

Opr
aD;\ aDp\2 aD;\ aDp\2 aD;\* aDp\2
1 1 1 1 1 1
[ G o () o G () 0 G2
T <6Xj> ox; + X, 0X1+<6Y}> oy, + oY, oy, + 3z, oz, + 3z, 0z,
oDI (x; — X;) oDl _ (X — X))

& \/(Xj —X) + (5 -1) + (7 - 2y _ J()G —x)" + (g -%)" + (g - 2)

D1 (- %) on1 (ri-1)

oy, :\/(X,-—Xi)z+(16-—1G)2+(Z,-—Zi)2’ " =\/(XJ'_XL')Z'l'(Y}'_Yi)2+(Z}'_Zi)2




oDl (z;-z) aDI (z;-z)

a_Zj_\/(x,-—xi)z+(Y]-—Yi)2+(z,-—zi)2' a_ZizJ(Xj—xi)2+(Y,-—Yi)2+(Zj—Zz)z

Considerando  (X;—X%;)" = (X, — %)) = ax2,  (v,—v) = (¥, —1v,)" = Av?,
(z; - Z]-)2 =(z; - Zi)2 = AZ% a expressdo para a precisio da distancia

inclinada/geométrica/3D entre os dois pontos se torna:

Observac0es: Para obtencdo somente da distancia horizontal ou planimétrica (DH)
entre 0s pontos i e j e a sua respectiva precisao (opy), considerar as cotas ou altitudes
dos pontos i e j e as suas respectivas precisdes como sendo nulas; ou, para obtengédo
somente da distancia vertical ou desnivel (DN) entre os pontos i e j € a sua respectiva
precisdo (opy), considerar as coordenadas horizontais (planimétricas) dos pontosie j e

as suas respectivas precisdes como sendo nulas.

Posicionamento relativo GNSS

Considere X,, Y,, Z, = coordenadas cartesianas tridimensionais do ponto conhecido
(estacdo base); X,Y,Z = coordenadas cartesianas tridimensionais do ponto
desconhecido (receptor mével); AX,AY,AZ = diferencas entre as coordenadas

cartesianas tridimensionais dos pontos:

X=Xo+AX, Y=Y, +AY, Z=2Z,+AZ

— 2 2 — 2 2 — 2 2
oy = X /0X0+0AX, oy =% /0Y0+0Ay, o, =% /O‘Zo-i-O'AZ

Para a precisdo tridimensional resultante do ponto desconhecido, considere a;p =

+\ 07 + of + o2



Método do alinhamento

Considere X, = coordenada leste do ponto inicial; Y, = coordenada norte do ponto
inicial; X, = coordenada leste do ponto final; Y, = coordenada norte do ponto final,
X, = coordenada leste do novo ponto do alinhamento; ¥; = coordenada norte do novo
ponto do alinhamento; Dy = distancia do ponto inicial ao ponto final do alinhamento
(calculada em funcdo de suas coordenadas); Dg7 = distancia do ponto inicial ao novo
ponto; Dz = distancia do ponto inicial ao ponto final do alinhamento (obtida por

medicéo):

Doz
Dgz

X1:X0+@(X2_Xo)k, Y1:YO+E(Y2_Y0)k, comk =
) Dgz

2 2 2 2 2 2
Dot Dot X, — X Dyr(X; — X D7 (X, — X,
=+ 1—k,\—01 0'}% + kA—l 0')? + # U'gf+ —RM O'gi‘l‘ —M va
Dgz) 7° Dgz) ™ D5z . D5z o Dgz - Doz .

Il
I+
2
~

. D— 2 . D—
02 02 DOZ DOZ Dﬁ DOZ

Observacgéo: Note a precisdo melhor (menor desvio-padréo) na posi¢gdo do novo ponto
pelo método do alinhamento em relacdo ao método polar, pois, todos os termos
presentes na propagacdo de erros para as coordenadas do novo ponto sdo menores do
que um, além de se desconsiderar observacdes angulares no célculo, que sdo as maiores

fontes de erros nas determinacGes planimétricas.

Interseccdo angular por direcdes azimutais

Considere X = coordenada leste do ponto desconhecido; Y = coordenada norte do
ponto desconhecido; X; = coordenada leste do primeiro ponto conhecido; Y; =
coordenada norte do primeiro ponto conhecido; X, = coordenada leste do segundo
ponto conhecido; Y, = coordenada norte do segundo ponto conhecido; Az, = azimute
da diregédo do primeiro ponto conhecido ao ponto desconhecido; Az, = azimute da
direcdo do segundo ponto conhecido ao ponto desconhecido; AX1z = X, — X;; AYz =
Y, - Y;:

—2 -0 ’ 2 2 2 2
Dor Doz Y Doz (Y, — ¥, D2 (X, — X
1_k.§f> ayi+(k-ﬁf) ayzz+<k. 2- o) ogﬁJ,(_k.M) 0;7+<_M) .

2
Doz



Xl - (Yl tan AZI) - X2 + (YZ tanAZZ)

X=X+ —-Y)tandz,, Y=
1+ ( 1) tan Az; (tan Az, — tan Az,)

2

=+ |o2 Az;)%0? Az;)%0y rohy e
ox = |0y, + (tanAz)?oy + (tan Az,) oy, + cos? Az, (GAzl 648000)

Oy =

2 2

( 1 ) ( 2 4 g2 ) +( tan Az; ) 5 +( tan Az, ) )
ot +o o o
tan Az, — tan Az, N tanAz, —tanAz,/ % \tandz, —tandz,/ %2

-+

(tan Az, AY73) — AX1z ]2 ( 7 )z AX1; — tan Az, AY13 ]2 ( 7

+ . [ —
\ [(senAzl—tanAzz cos Az)?| \%1 648000/ T [(sen Az, — tan Az, cos Azy)2l \%4% 648000

Calculo da area plana pelo método de Gauss (regra do determinante)

Considere A = éarea planimétrica do poligono formado por n Vértices;
Xy, X,, X5, ...,X,, = coordenadas planimétricas leste dos vértices do poligono (para
i=1,23,..,n); Y,Y,,Y;, ...,Y, = coordenadas planimétricas norte dos vértices do

poligono (parai =1,2,3,...,n):

A =%|(X1 +X) (M -Y)+ X+ X3) (N —Ys) + -+ (X + Xp) - (Y, — Y1)

0y =

)

2

A A e N R AN LD A A AN (D
i\/< 2 )"X1+( 2 )"Yl+< 2 >0X2+< 2 )"Y2+'"+< 2 )”XnJr( 2

Nivelamento altimétrico por GNSS
Considere H = altitude ortométrica do ponto considerado; h = altitude geométrica
(elipsoidal) do ponto considerado; N = ondulagcdo (altura) geoidal no ponto

considerado:



Se for empregado o método relativo de nivelamento altimétrico por GNSS entre dois
pontos A e B, sendo A o ponto com altitude ortométrica conhecida e B 0 ponto com

altitude ortométrica a se determinar, resulta em:

HB=h’3+HA_hA_NB+NA

_ 2 2 2 2 2
O'HB—i\/O'hB+O'HA+O'hA+O'NB+O'NA

Assumindo N, = Np, resulta em:

HB=hB+HA_hA

EAN )2

0HB=i\/GI$B+GI‘21A+GI$A+(DE.m

onde D45 € a distancia elipsoidal entre os pontos A e B e g5y € 0 erro relativo resultante

da aproximagédo N, = Ng, em ppm (por exemplo, eay = £10 ppm).

Transformacao de coordenadas geodésicas para coordenadas cartesianas
geocéntricas
Considere X,Y,Z = coordenadas cartesianas geocéntricas do ponto; ¢ = latitude
geodésica do ponto; A = longitude geodésica do ponto; h = altitude geométrica

(elipsoidal) do ponto:

X=(N+h)cos@cosi
Y=(N+h)cospsenil
Z=[N(1—e?) +h]senq

_ 4 (6X>2( T )2 + <6X)2( T )2 n (aX)Z 2
== Nap) \%% Gas000 a2) \% Ga8000 on) °n



. (6Y)2( T )2+(6Y>2( T )2+(02>2 2
== Nog) \% agooo 92) \7 gagooo on) °F

AN mo\2 o (0Z\ mo\2 o (0Z\P
9z = = (@> (0“"648000) +(ﬁ) (O-(p.648000) +<a_h> h

(0X X
% = —(M + h)sen ¢ cos A; i —(N + h)cos p sen A; i cos @ cos A
oY aY
{ % = —(M + h)sen @ sen 4; Y (N + h)cos ¢ cos A; T cos @ sen A
0z 0Z 0Z
k ap =~ M+ hcos i 57=0; 55 = seng

Observagbes: considere N = grande normal do ponto = a /1 — e?(sen?¢);
M = raio de curvatura da secdo meridiana do ponto = a (1 — e?)/[1 — e?(sen?¢)]3/?;
a = semi-eixo maior do elipsdide de referéncia; e? = primeira excentricidade ao

quadrado do elipsoide de referéncia = (a? — b?)/b?.

Transformacao de coordenadas cartesianas geocéntricas para coordenadas
geodésicas
Considere ¢ = latitude geodésica do ponto; A = longitude geodésica do ponto; h =
altitude geométrica (elipsoidal) do ponto; X,Y,Z = coordenadas cartesianas
geoceéntricas do ponto:

.

. _1< Z + [e"?b sen3 0] >
@ = tan

VX2 + Y% —[e?acos3 6]
3 A=tan™?! (Y>
= tan™" (5

VX2 4+v2
\ ~ cosg




axX

2
3a° X2° [a? 57) _ 303 x23 (a?-b7) x 207 a3 x 77 223 (o217 0?27 (2 57) z
ES 57] 222 32 52 32 +Z o2 72 I
o 1 (x24r?)7i2 7 z ) ] b4 (x24v?)52 FIE z )+1] A2yt g2ty bzfizzi 2]”] "4()‘2*'72)312[,,2(%222]”] b4 (247 M[b? 2 )+1]
= _ K4 X 4Y /
2
Vazpyr o s ’
EP N f £ N - E—
bz(xzwz]ﬂ] Xav? - 72 X2 ¥ - 272 52
[r# (277 1] EIrrei
2
305 v 25 (a?-52) B 309 v 29 (a?-52) y 3e2alyz? # 2% (a2 -b7) rz a? 2% (o 5?) +Z
22 52 272 32 o2 72 5i2 o2 72 32 2 2
o 55 (x20v2) m[r# zzwz)u] 54 (xz”,zjsm[hz(Tlvz) 1] Vator? 52222 hz(lez) 1] B4 (x2472)32 bJ[Tzuﬂ] 1] / b% [x21v2) 3;2[b2n22+yz)+1]

a7

+1

2
X24v? - —_— —_—
= E;nyz]ﬂ]m Hert - azz': 2 Xoawt - o 22
[#(xzwq l] [bz(xzwz]
2
3a52% (o —bz) 30322 (a2 _bij o 23 [ 57) ¥ 2% (2?57
756 (2 4¥2)512 +1 52 * B (x2 232 +1 w2 vt getatz B (x21v2) 32 o? &2 %2 +Z bt [x24¥2)32 _a?2? | 1]3"2 vz
a0 _ 1,2 bz v PIrCI / 227
8z \/ - p
X4y - ———
272 %2 512 a
bZ(TZw?]H] (}C"Jri’l)(erl] VX2 —[ ]3,'2 VX242 —[7322 N
)(zw2 B[22 412) ]

X XZ+Y2' Y X2+Y2 07

oh  Xsecop Oh  Ysecop Oh
0X VXZ+v2 0¥ x2+y2 07

Observagbes: considere N = grande normal do ponto = a /1 — e?(sen?¢);
a = semi-eixo maior do elipsoide de referéncia; b = semi-eixo menor do elipséide de
referéncia; e? = primeira excentricidade ao quadrado do elipsdide de referéncia
= (a? — b?)/a?; e'? = segunda excentricidade ao quadrado do elipsdide de referéncia
= (a®* - b*)/b%;

6 =tan[(Z-a)/(NXZ +YZ:b)].

Transformacdo de coordenadas geodésicas em coordenadas TM (UTM, LTM,
RTM)

Considere ¢ = latitude geodésica do ponto; A = longitude geodésica do ponto;
ALl = A1 — A, = diferenca entre a longitude geodésica do ponto e do meridiano central
do fuso (em radianos); E = coordenada este do ponto no sistema TM desejado; N =
coordenada norte do ponto no sistema TM desejado; E' = coordenada este do meridiano
central no sistema TM desejado; N’ = 0m (hemisfério norte) ou N' = 10000 m
(hemisfério sul); k, = coeficiente de deformacéo linear do meridiano central no sistema
TM desejado; S = comprimento de arco do meridiano, calculado em funcédo da latitude

geodésica e dos parametros do elipsoide de referéncia; a,,a,, as, a4, as,ag, ... =

2

+1

+1



coeficientes calculados em funcdo da latitude geodeésica e dos parametros do elipséide

de referéncia:

E=E+ky(S+ay -A*+a,-AA*+ag-AX° + )

N =N'"+ko(a, - A+ az - A3 + as - AA° + )

OE\? 2 (OE\® :
o5 =% (%) (G‘P'6487Z)oo) +<ﬁ> (01.64;000)

N2 2 (ONY i
on =% (%) (G‘P'6487;00) +<ﬁ> (0-/1.64;)00)

2 AL Ax
=" ko[s+==[-Msen?¢+a, cosq)]Al2+7(—M sen’ @ +a; cosp)(—1+ 6 cos *¢+ 9 e” cos ‘g + 4 ™ cos S)
(] 2
Arta? 2.3 45 AR
(12 cospsen ¢+ 36 e’ cos”@sen @+ 24 e" cos ¢ sen @) +%(7M sen @+ a; cos@)(—1 + 60 Coszq) +120 cos4q))

12
AXfa,

Py (120 cos@ sen ¢ — 480 cos 3c:p sen (p)]

+

%: kol2a,(h —2g)+ 4a,(0—%o) +6ag0h —2, )]

M seno A a, AN

8]

(—1+2cos’g +e“cos’p) — (4 cospseno+ 4¢” cos3(p senq)

9N _ kol M seng An—
op

M seng AN

2 a A?\.S
70 [1-20cos @+ (24— 58¢?) cos*e+72¢ cosbo] — IITHO cospseno +(96—232e7 )cos’pseng+ 432¢ cos’g seng]]

%V: kola,+3a,(h =2y P +5a,(0 -2y )]

Transformacdo de coordenadas em sistemas TM para coordenadas geodésicas:

Considere ¢ = latitude geodésica do ponto (em radianos); A1 = longitude geodésica do
ponto (em radianos); A, = longitude geodésica do meridiano central do fuso (em
radianos); ¢, = latitude geodésica correspondente ao arco de meridiano com
comprimento |E — E’|/k, (em radianos); E = coordenada este do ponto no sistema
TM considerado; N = coordenada norte do ponto no sistema TM considerado; E' =
coordenada este do meridiano central no sistema TM considerado; N'=0m

(hemisfério norte) ou N’ = 10000 m (hemisfério sul); k, = coeficiente de deformacéo



linear do meridiano central no sistema TM considerado; by, by, b3, by, bs, b, ... =
coeficientes calculados em funcdo da latitude geodésica ¢, e dos pardmetros do
elipséide de referéncia:

A=Ay+by-N+by-N3+bs-N°+

(p:(p1+b2'N2+b4'N4+b6'N6+

A2 AA\2 ™
— - 2 - 2.
% i\/(aE) % +(6N) oN (648000)

do do T
— T 2 _r 2.
% = i\/(aE) %"+ (aN) oN (648000)

oA

a—Ez(bi-N+b§-N3+bg )aE 3N =b;+(3:b3-N?)+(5-bs-N%)
a(p 2 4 6 a(pl a(p
aE—(1+b2 N%+by-N*+ by - N)aE N

= (2-by N)+ (4-by-N3) + (6 bs N5

Observacdes: considere d¢,/0E = derivada parcial da latitude geodésica ¢, em
relagdo a coordenada E; b1, b, b, by, bs, by = derivadas parciais dos coeficientes

by, by, bs, by, bs, b em relacdo a latitude geodésica ¢, .

Transformacdo de coordenadas cartesianas geocéntricas para cartesianas em
sistema local

Considere e,n,u = coordenadas cartesianas do ponto no sistema local; ¢, = latitude
geodésica do vértice origem do sistema local; X,Y,Z = coordenadas cartesianas
geocéntricas do ponto; X,,Y,, Z, = coordenadas cartesianas geocéntricas do vértice
origem do sistema local; ey, ny, u, = coordenadas cartesianas no sistema local do

vertice origem do sistema local:



e=—sen@, (X —X,)+cospy- (Y —-Y) +e
n=—cos@,-sen@q- (X —Xy) —sen?q@,- (Y —Yy) + cosq(Z —Zy) +ng
u = cos? @y (X —Xy) +cos@qy-sengy - (Y —Yy) +sengy - (Z — Zy) + u,

N (ae)z 2+(ae)2 2+(6e)2 2+(6e>2 2+(6e>2( - )2
* \ax) % T \ax,) % ay) % " \ay,) r 90s) \%0 648000

_ 4 (6n>2 2+<6n> 2+<6n) 2+<6n) 2+(6n) 2+(6n> 2+(an)2( T )2
—* \ax/) 7 T\ax,) %" T\ay) " T\ay,) T T\az) 7% T\az,) 7% T\ag,) %% 648000

_ 4 (au)z 2+(6u)2 2+<6u)2 2+<6u)2 2+(6u)2 2+(6u> 2+(6u)( T )2
—* \ax) %% T\ax,) 7% T \ay) @ T\ay,) %% T \az) %% T\az,) 7% T \ag,) \%% 6ag000

de de de de
ax ~ NP0 gy, TSN Por Gy T 8P By,
de
= —CO0S @y; % = —cos@y - (X —Xy) —sengy- (Y —Y,)
0

fan_ on on 5 on on de
{ax‘ COS @ - Sen @ ; aXO—coquO sen @o; = = —sen” ¢y aYO—sen Po; 57 = COS P 70" cos @ ;
on
k % = (sen2 Do — cos? ®o) (X —Xo) —(2-sen@q - cosgy) - (Y —Yy) —senqq - (Z — Z,)
0
fau_ ) ou ) ou ou ou ou
{aX_COS ©o; X, COS® Pg; =7 = COS o " Sen Qo ; A COS o " SeN Yo ; = = Sen o 07" sen @, ;
ou
k PR = (=2-sen@g - cos@y) - (X — X,) + (cos? @, —sen? @y) - (Y = Y,) + cos @, - (Z — Z,)
0

Observagbes: Como as coordenadas ey, ny, uo Sao arbitrarias, assume-se o, = o,, =

Oy, = 0.

Transformacgdo de coordenadas cartesianas em sistema local para cartesianas

geocéntricas



Considere X,Y,Z = coordenadas cartesianas geocéntricas do ponto; ¢, = latitude
geodésica do vértice origem do sistema local; e,n,u = coordenadas cartesianas do
ponto no sistema local; ey, ny, uy = coordenadas cartesianas no sistema local do vértice
origem do sistema local; X,,Y,, Z, = coordenadas cartesianas geocéntricas do vértice

origem do sistema local:

X = —senq, - (e —ey) —cos@gy-senq, - (n—ngy) + cos? g - (u—uy) + X,
Y =cosq, - (e—ey) —sen? @y (n—ng) +cos@g-sengy - (u—1uy) +Y
Z =cos@y-(m—ng) +sen@y - (u—1uy) +2Z,

. (6X)2 2+(6X)2 2+(6X)2 2+(6X)2 2+(6X)2( o )2
— = [\ae) % T \an) T \aw) T T \ax,) %% T \ag,) \%0 648000

2 2

_ . (6Y>2 2+(6Y) 2+<0Y)2 2+<0Y> 2+<6Y> ( T )
— = \8e) % T \an) T \aw) 7 T \ay,) 7% TG, \%¢0 648000

_ . (62)2 2+<(’)Z)2 2+<(’)Z)2 2+<62)2< T )2
%2= = \Gn) o T \Gu) ™ T\az,) 7% T \5p,) \% 648000
OX_ _ax_ _6X_ 5 _6X_1.
J e sen @ ; po COS @ - Sen @, ; au—cos (po,aXO— ;
0X
—— = —cos @y (e —ey) + (sen? @y — cos? @) - (Y —Y,) — (2-sen g - cos @) * (u — uy)
k(')(p Po 0 Po Po 0 Po Po
0
aY aY 5 aY 5 aY
Je — C0SPo; 5= —sen® @y ; - = —sen <p0;a—Y0=1;
aY
ﬁz—sen<p0-(e—eo)+(2-sen<p0-c05(p0)-(n—no)+(cosz<p0—sen2<p0)-(u—u0)
0
0Z 0Z az_l_ 0z ( )+ ( )
an—cosq)o,au—sen(po,azo— Frae sen @, - (n—ng) + cos @y (u—1ug



ObservagGes: Como as coordenadas ey, ny, uo Sao arbitrarias, assume-se o,, = o,, =

Oy, = 0.

3.3 Propagacéo simplificada de erros em redes

Em uma rede topografica ou geodésica, como poligonais planimétricas, circuitos
de nivelamento altimétrico ou redes GNSS, tem-se multiplas mensuracdes e vértices, 0
que aumenta a complexidade da propagacdo dos erros de observagao sobre as posi¢oes
dos vértices da rede. A propagacdo de erros em redes de forma rigorosa s6 pode ser
realizada na forma matricial por meio da lei de propagacéo de variancias e covariancias.

Entretanto, uma estratégia de propagacdo de erros em rede de forma
simplificada, que fornece resultados menos otimistas (isto é, mais conservadores) em
relagdo a propagacdo de erros na forma matricial pode ser aplicada por meio dos
formularios apresentados na sessdo anterior.

Ressalta-se que a propagacdo de erros a cada novo vértice aumenta conforme
este se afasta do(s) ponto(s) de controle da rede. Desta forma, uma maneira de realizar a
propagacdo de erros em rede, de modo simplificado e com resultados conservadores, €

dada pelas seguintes etapas:

1) Realizar a propagagéo de erros simplificada partindo da primeira (ou
Unica) base conhecida da rede, efetuando a propagacdo dos erros das
medicdes e da determinacgdo do vértice anterior para cada novo Vvértice da

rede;

2) Para redes com uma Unica base conhecida, realizar a propagacéao de erros
simplificada partindo da base conhecida, mas, no sentido contrario ao
realizado em 1), ou seja, iniciando no dltimo vértice desconhecido da
rede. Para redes com duas bases, realizar a propagacdo de erros
simplificada partindo da Ultima base conhecida da rede, efetuando a
propagacao dos erros das medicOes e da determinacao do vertice anterior

para cada novo vértice da rede como em 1);

3) Para cada vértice, adotar como desvio-padrao para sua(s) coordenada(s) a

solugédo que apresentar o menor resultado, ou seja, a maior preciséo.



3.4  Exemplos de propagacao de erros em levantamentos

Exemplo 1: Calcular as coordenadas e a preciséo do ponto 35, utilizando os dados dos

pontos de apoio A e B e da caderneta de campo abaixo. Considere o erro de centragem

como € = 1,5 mm.

() Ministério da Educacéo
Secretaria de Educacdo Profissional e Tecnologica
INSTITUTO FEDERAL DE SANTA CATARINA
INSTITUTO FEDERAL CURSO TECNICO DE AGRIMENSURA
LEVANTAMENTO PLANIMETRICO
SERVICO: ATUALIZACAO CAMPUS FLORIANOPOLIS DATA_18/08/2015
EQUIPAMENTO: TRIMBLE 57 oML +(1mm+2ppm) oND: £3"
OPERADOR: ALUNOS TURMA 1480111 FOLHA: 2/2
= PONTO | ANGULO | DISTANCIA =
ESTAGAO VISADO { HORIZONTAL | HORIZONTAL DESCRICAC
A B 00° 00' 00" —:RE
39 128° 05'42" 73.219:MURO
36 77°10' 46" 17, 118:EDIFICACAO
37 1967 34' 21" 58 321:EDIFICACAO
PONTO X Y
A 150034,2374 + 0,0050 m 251349,7201 £ 0,0074 m
B 149818,1230 + 0,0103 m 251420,0821 + 0,0152 m
DH = 227,280 m Azpp = 288°02'03"

Az =288°02' 03"+128° 05'42" = 56° 07 45"

Xa5 = 150095,0308 m Y,s = 251390,5268 m
-+ (o 001 + 0,002 73’219) = 40,0011
oo = % PY% o000 ) T EVTTT

2
972+/227,2802 + 73,2192 e
T 227,280-73,219 T

o=+ 2-32+<

0-Azm;: =

150034,2374 — 149818,123
227,280?

2 2
) (0,01032 + 0,0052) + ( ) (0,01522 + 0,00742)

+ (251349,7201 —251420,0821
- 227,280?

(648000)
m

O-AZRE = i14,9"



04, =+ /14,92 + 6,12 = +16,2"

2

! n ° ! " n
Oxss = J—f\/0,0052 + (sen 56°07'45")2 - 0,00112 + (227,280 - cos 56°07'45") - (16,2 - 648000)

Ox,s = £0,0060 m

2

! " o ! " 4
oy,, = i\/0,0074—2 + (cos 56°07'45")2 - 0,00112 + (227,280 - sen 56°07'45")2 - (16,2 -m)

Oy, = £0,0089 m

030 = +4/0,0060% + 0,0089% = +0,0107 m

Exemplo 2: Calcular a cota e a precisdo do ponto Al com os dados da caderneta a

sequir. Considere: Hgygo = 9,315 m + 3,4 mm.

iz Ministério da Educacio
Secretaria de Educacdo Profissional e Tecnoldgica
INSTITUTO FEDERAL DE SANTA CATARINA,
INSTITUTO FEDERAL CURSO TECHICO DE AGRIMENSURA,
NIVELAMENTO GEOMETRICO
SERVICO: CONSTRUCAD GINASIO 2 DATA: 20/06/2015
EQUIPAMENT O: LEICA SPRINTER 150 ol=0.6mm/30m
OPERADOR: ALUNDOS TURMA 1480231 FOLHA: 1/1
= FONTO LEITURA, p
ESTACAOD VISADO BE VRRTE OH OBSERVACAD
01 RMB0 1335 60,325
Al 1,611 55 078
_0,0006m 0.00002
- 30m

DH = (60,325 m + 55,078 m)/2 = 57,7015 m

0y,, = £4/(0,0034)% + 2+ (0,00002 - 57,7015)2

O,y = 40,0038 m = +3,8mm



Exemplo 3: Considerando que o desvio-padrao da altitude do ponto de estagéo é oy = £
2,3 cm (0,023 m) e que foi utilizada uma estacdo total Topcon GTS 235, cuja preciséo
nominal angular é + 5”7 ¢ linear é + (2 mm + 2 ppm), calcule o desvio-padréo da
altitude do ponto levantado P20. Considere o erro de medicdo da altura do instrumento e

do sinal do refletor como sendo cerca de + 2 mm.

P INSTITUTO FEDERAL DE SANTA CATARINA
NUCLEO DE TOPOGRAFIA
LABORATORIO DE TOPOGRAFIA

NIVELAMENTO TRIGONOMETRICO

INSTITUTO FEDERAL

SERVICO: Levantamento planialtimétrico do campus DATA-__ 15/09/2003
PROPRIETARIO: IFSC CIDADE: Floriandpolis
LOCAL: _ Campus Floriandpolis
OPERADOR: Alunos Turma 1480111 FOLHA 1/5
EST. i PTO h z DI OBSERVACAO
E01 |1,498m| P20 | 1,55m 902 03' 11" 26,479 m meio-fio
OHpao =

2

s
ij(O,OZS)Z +0,000008 + (cos 90°03'11")2 - (0,002)2 + (26,479 - sen 90°03'11")2 - (5 : 648000)

Ot1p,e = +4/0,0005370
Otpye = £0,0232m

Exemplo 4: Calcular a altitude e precisdo do ponto B, utilizando os dados a seguir: hg =
145,036 m + 18,4 mm (obtido por GNSS); Ng = -8,26 m + 170 mm (extraido do
MAPGEO2015).

Hy = hg - Ny = 145,036 — (—8,26) = 153,296 m

Oy = |07 + 0% = +,/0,00842 + 0,172 = +0,171 mm

Hp = 153,296 £ 0,171 m

Exemplo 5: Calcular a altitude e a precisdo do ponto B pelo método relativo de

nivelamento altimétrico por GNSS, utilizando os dados abaixo. Considere gany = + 10

ppm.



. hg = 145,036 m + 18,4 mm;
= Ha=87,211m+ 12,7 mm;
] ha=78,901 m+6,1 mm;

" Dag = 14723,098 m

Hp = 145,036 + 87,211 — 78,901 = 153,346 m

14723,098 - 10

2
=4
1000000 ) $0,149m

Opp = i\/0,01842 +0,0127%2 4 0,00612 + (
Hp = 153,346 £ 0,149 m

Exemplo 6: Calcule o perimetro e a area do poligono formado pelos vértices de divisa
de acordo com a tabela a seguir.

Veértice do imdvel Coordenada X Coordenada Y oy (m) oy (m)
(m) (m)

P1 100,000 500,000 +0,023 +0,017

P2 112,014 499,981 + 0,048 +0,025

P3 112,006 530,011 +0,016 +0,039

P4 105,733 516,945 +0,031 +0,044

P5 100,019 529,983 + 0,052 +0,028

Solucdo: Cada um dos cinco lados do perimetro do imdvel é obtido em funcdo das
coordenadas dos vértices de divisa correspondentes, por meio da equacdo da distancia

horizontal, resultando em:

L, = \/(112,014 —100,000)? + (499,981 — 500,000)? = 12,014 m

I, = \/(112,006 —112,014)? 4+ (530,011 — 499,981)2 = 30,030 m

l; = \/(105,733 —112,006)? 4+ (516,945 — 530,011)? = 14,494 m

l, = \/(100,019 —105,733)? 4+ (529,983 — 516,945)? = 14,235 m

ls = \/(100,000 —100,019)2 + (500,000 — 529,983)2? = 29,983 m

O perimetro é obtido somando-se os cinco lados do imovel, o que resulta em:



P:l1+lz+l3+l4+ls:100,756m

O desvio-padrdo de cada lado do imovel é obtido pelo formulério de propagacdo dos
erros das coordenadas dos Vértices para as distancias horizontais entre estes (consultar a

apostila da disciplina), resultando em:

=+ (112'014 _ 100’000)2 (0,0232 + 0,0482) + <499‘981 _ 500’000)2 (0,0172 + 0,0252)
9u==* 12,014 ’ ’ 12,014 ’ ’

=+0,053m

=+ (112’006 _ 112’014)2 (0,0482 + 0,0162) + (530'11 _ 499'981)2 (0,0252 + 0,0392)
% = 30,030 ’ ’ 30,030 ’ ’

= 10,046 m

=+ (105’733 _ 112'006>2 (0,0162 + 0,0312) + (516’945 _ 530’11)2 (0,0392 + 0,0442)
% = % 14,494 ’ ’ 14,494 ’ ’

= 40,055m

=+ (100'019 ~ 105’733)2 (0,031% + 0,0522) + (529‘983 ~ 516'945)2 (0,0442 + 0,0282)
=% 14,235 ’ ’ 14,235 ’ ’

= 10,054 m

-+ (100’000 _ 100’019)2 (0,0522 + 0,0232) + (500'000 _ 529’983)2 (0,0282 + 0,0172)
% = * 29,983 ’ ’ 29,983 ’ ’

=40,033m

O desvio-padrdo do perimetro do imoével é obtido pelo formulério de propagacdo dos
erros dos lados do imdvel para a extensao total deste (consultar a apostila da disciplina),

resultando em:

Op = i\/0,0532 + 0,0462 4+ 0,0552 4+ 0,0542 4+ 0,033%2 = + 0,109 m

A éarea do imdvel é obtida por meio da regra do determinante (ou método de Gauss),

resultando em:



1
A= il(lOO +112,014) - (500 — 499,981) + (112,014 + 112,006) - (499,981 — 530,011) + (112,006 + 105,733)

(530,011 — 516,945) + (105,733 + 100,019) - (516,945 — 529,983) + (100,019 + 100) - (529,983 — 500)|
= 281,87 m?

O desvio-padrédo da area do imovel é obtido pelo formulario de propagacdo dos erros

das coordenadas dos vertices sobre a area (consultar a apostila da disciplina), resultando

em:
Oy =
i 529,983 — 499,981\ ° ,, (112,014 — 100,019 2 s 500 — 530,011\> , . (112,006 — 100y* )
| (f) -(0,023) +(f) - (0,017)2| + (f) - (0,048) +(f) -(0,025)2| +
|
| 499,981 — 516,945\° 105,733 — 112,014y 2 530,011 — 529,983\° 100,019 — 112,006\ 2
+ I (f) -(0,016)2+<f) -(0,039)2| + <f) -(0,031)2+(f) - (0,044)2| +
| 2 2
516,945 — 500 100 — 105,733
| (25255752 o () o

o, = +0,92m?



4. AJUSTAMENTO DE OBSERVACOES POR MINIMOS QUADRADOS

Conforme visto no Capitulo 1, os objetivos da Teoria dos Erros sdo estimar a
melhor solucdo (solu¢do mais provavel) para um dado problema em funcéo da amostra
observada; bem como, estimar a qualidade desta solucdo, ou seja, 0 quanto a solugédo
mais provavel pode diferir da soluc¢ao “verdadeira”. A primeira questao esta diretamente
relacionada com a estimacdo de grandezas incognitas, ou seja, com a solugdo numérica
do problema, enquanto a segunda questdo estd diretamente relacionada com a
propagacao dos erros de observacao, introduzida no capitulo anterior.

Em Topografia e Geodésia, a maior parte dos problemas relaciona grandezas
mensuradas, como angulos e distancias, com grandezas incognitas a se determinar,
como coordenadas de pontos de interesse, por meio de relagbes matemaéticas
conhecidas, sendo algumas destas apresentadas no Capitulo 3. Desta forma,

inicialmente, considere o seguinte caso geral de sistema de equacdes lineares:

yl = a11x1 + a12x2 + a13X3 + ... + aluxu

yz = a21x1 + azzxz + a23x3 + ... + aZuxu

yn = anlxl + a32x2 + a33x3 + ... + anuxu

Onde:

" Y1, Y2, - » Yn S80 as n observagdes ou medidas realizadas;

" X1, X2, .. , Xy SA0 0S u parametros incégnitos do modelo a serem

estimados;

" a;j parai = 1,2,..,nej=1,2,..,u sdo os coeficientes da funcdo linear
adotada, que relaciona as grandezas observadas (y;, v,, ... , },,) com as

grandezas desconhecidas que se deseja estimar (x;, X5, ..., Xy,).

Matematicamente, para solucionar o sistema de equacdes, deve-se ter um
numero de observacdes n igual ao numero de pardmetros u que se deseja estimar, ou

seja, n = u, caso contrario, o sistema ndo admite solucéo Unica e exata.



Entretanto, as observacdes possuem uma propriedade inerente a elas, conhecida
como flutuagdes probabilisticas, pois, quando se repete “n” vezes a medida de uma
grandeza, os n valores ndo sao idénticos, mas estdo dispersos numa certa regido ou
intervalo. Essas flutuagdes, tradicionalmente, sdo classificadas como erros aleatdrios e
sdo inevitdveis no processo de medicdo, sendo uma propriedade intrinseca da
observacao. Isto faz com que o sistema de equacbes expresso acima se torne
matematicamente inconsistente, quando n > u.

No contexto do ajustamento, o nimero de observagdes deve ser maior do que o
namero de parametros incognitos, ou seja, n > u, tornando o sistema de equacdes
abundante (redundante). Se as observacdes fossem valores exatos, isentos de erros e
perfeitamente concordantes com o modelo matemético adotado, se teria um sistema
abundante (pois n > u), porém, matematicamente consistente, isto €, com solucdo Unica
e exata.

Admitindo a inevitavel presenca de erros aleatorios nas observacfes, como uma
caracteristica intrinseca do processo experimental de medicbes, pode-se adicionar em
cada equacdo do sistema linear, um erro e; referente a respectiva observacdo y;,

resultando em:

yl = a11x1 + a12x2 + a13X3 + ... + aluxu + el

yz = a21x1 + azzxz + a23x3 + ... + aZuxu + 62

yn = anlxl + a32x2 + a33x3 + ... + anuxu‘l‘en

Desta forma, adicionando n erros de observacdo, que tal como os valores dos
parametros, sdo desconhecidos a priori, 0 sistema de equagdes sera sempre consistente,
porém, com infinitas solucdes, pois quaisquer valores que forem arbitrados para 0s
parametros terdo um respectivo conjunto de valores derivados para os erros aleatérios, e
vice-versa. Resta entdo, decidir qual a “melhor solugdo” dentre as infinitas
possibilidades. Portanto, um critério de ajustamento das observagdes originais, para
obtencéo de solucdo unica do sistema, deve ser utilizado.

Antes de tratar do ajustamento por minimos quadrados, mais algumas
consideracOes sobre 0s erros que contaminam as observacdes e o sistema de equacdes se

fazem necessarias. Por exemplo, na implantacdo de uma rede geodesica, 0 problema



consiste basicamente em: dado um conjunto de observacdes realizadas, como por
exemplo, medidas de desniveis entre pares de pontos, estimar o conjunto de parametros
de interesse, como por exemplo, as cotas ou altitudes dos pontos de uma rede de
nivelamento altimétrico; bem como a sua precisdo, por meio de um modelo matematico
conhecido que estabeleca a relacdo entre as observagdes e 0s parametros.

O modelo matematico envolve tanto o modelo funcional quanto o modelo
estocastico. O modelo funcional é o conjunto de equacgdes que definem as condicGes do
ajustamento, devendo estas ser conhecidas ou estipuladas. O modelo estocastico
consiste na determinacdo das variancias e covariancias, e consequentemente, dos pesos
das observacdes.

Por exemplo, no caso do nivelamento altimétrico, o sistema de equacbes pode
ser formado por equagbes do tipo: AH;; = H; — H;, onde AH;; é a observagdo de
desnivel entre dois pontos i e j, H; e H; sdo respectivamente as altitudes a se determinar

dos pontos i e j. Cada desnivel AH;; apresentara um desvio-padrdo associado (GAHU)’

obtido, por exemplo, em funcdo da precisdo nominal do instrumento utilizado, sendo o

modelo funcional formado pelo conjunto de equagGes do tipo AH;; = H; —H; € 0
modelo estocastico formado pelas respectivas variancias dos desniveis (aAZHU,),

assumindo covariancias nulas entre estes. Diversos modelos matematicos envolvidos
em problemas de Topografia e Geodésia sao apresentados no capitulo anterior.

Quanto as observacGes, o modelo matematico pode envolver observacGes
diretas, observacOes diretas condicionadas ou observagOes indiretas. Observagoes
diretas ocorrem quando as incognitas do problema sdo as proprias grandezas
mensuradas, como por exemplo, quando se deseja determinar a distancia entre dois
pontos por meio de sucessivas medicdes de distancias entre eles. Nestes casos, a média
aritmética e a média ponderada sdo, respectivamente, a solu¢bes mais provaveis caso as
observagdes apresentem a mesma precisao ou diferentes precisoes.

Observacdes diretas condicionadas sdo observacdes diretas que se relacionam
por meio de equacdes de condic¢do, como por exemplo, a relacdo geométrica de que a
soma dos angulos internos de um triangulo plano € igual a m radianos. Nestes casos,
pode-se formar equacbes do tipo erro de fechamento angular em um poligono para
ajustar as observacdes de tal modo que o erro de fechamento angular apds o ajustamento

das observacdes originais seja nulo.



Observagdes indiretas ocorrem quando os parametros do problema ndo sao
diretamente as grandezas mensuradas, mas se relacionam com estas por meio de um
modelo matematico, como por exemplo, uma poligonal em um plano topogréafico, onde
sdo medidos angulos e distancias entre os vértices da poligonal para se determinar as
suas coordenadas por meio de relagbes trigonométricas conhecidas. Em Topografia e
Geodésia, a maioria dos problemas pode ser expresso e solucionado como um sistema
de observacdes indiretas, denominadas “equacdes de observacao”.

Devido a inevitavel existéncia de erros nas observacbes, que resulta na
inconsisténcia do sistema de equacOes, utiliza-se de observacbes redundantes no
ajustamento (ou seja, n > u), sendo duas as principais razdes para isto: a primeira visa
melhorar a acuracia dos resultados estimados, e a segunda visa detectar a possivel
presenca de erros (ndo aleatorios) nos modelos e/ou nas observacdes.

Dentre os diversos critérios possiveis para 0 ajustamento das observacdes, 0
mais difundido e aceito em Geodésia e areas afins € aquele que segue o principio dos
minimos quadrados, ou seja, aquele que minimiza a soma do quadrado dos residuos,

ponderados pelos respectivos pesos das observagdes.
4.1 O método dos minimos quadrados (MMQ) em sistemas lineares

Inicialmente, considera-se novamente um sistema de equacOes lineares, mas

desta vez, expresso na forma matricial:

Ynx1 = AnxuXux1 T €nx1

Onde:

. Vnx1 € 0 Vetor das n observac6es ou medidas realizadas (dados originais);

. A, € amatriz dos coeficientes das equacdes lineares (matriz design);

. Xux1 € 0 vetor dos u pardmetros incognitos do modelo a serem
estimados;

" enx1 € 0 vetor dos n erros de observacao, admitindo a inconsisténcia do
sistema.

Desta forma, o problema que se deseja solucionar é: dado o vetor das

observacbes y e o funcional A que relaciona linearmente as observagdes com 0s



pardmetros, admitindo a inconsisténcia deste sistema de n equagdes, qual é a melhor
estimativa para o vetor dos parametros x e para o vetor dos erros de observacao e?

Para 0 caso em que se tém apenas duas observaces (y,, y,) € uma incognita (x),
a matriz design A, Se torna um vetor a,,, (pois n = 2 e u = 1), e uma visualizacéo

do problema ¢ obtida por meio da figura a seguir:

J’EA

Y el

Figura 4.1 — Diferentes solu¢des para um problema de duas observacgdes y;, y, € um
parémetro Xx.

Analisando a Figura 4.1 e a expressdo anterior, nota-se que para cada escolha
distinta do parametro x, tém-se um correspondente vetor de erros e associado, sendo o
sistema de equacOes original, redundante e inconsistente, transformado em um sistema
de equacdes consistente, porém, com infinitas solucfes, devido ao acréscimo do vetor
dos erros de observacdo ao sistema, pois agora se tem n equagbes a (u+n) >n
incognitas, que séo o valor de x e as duas componentes do vetor e.

O vetor dos erros de observagOes, por meio de uma simples manipulagéo

algébrica, pode ser expresso como:



e=y—Ax

No MMQ, cujo principio j& foi definido, busca-se como estimativa para o vetor
dos parametros x aquela cuja soma do quadrado dos residuos, ou, analogamente, dos

erros aparentes, apresentar valor minimo, ou seja:
T _ , .
(y - Ax)lxn(y - Ax)nxl = Minimo

onde o sobrescrito 7 denota a operacdo de transposicdo matricial, e o produto interno
entre um vetor e 0 seu transposto expressa 0 quadrado de sua norma (ou mddulo), ou
seja, a soma do quadrado das componentes deste vetor.

Considerando agora uma matriz peso para as observacdes, simétrica e positiva-

definida, designada por W,,,,, 0 critério se torna:
(y— Ax){xnwnxn(y — AX)px1 = Minimo

onde os elementos da matriz W podem ser escolhidos para ponderar a influéncia de
observacdes especificas sobre a estimativa do vetor dos parametros x. Observacdes com
peso maior terdo maior importancia no processo de ajustamento, ou seja, maior
influéncia na estimacgdo dos parametros. Usualmente, a matriz peso é definida como
sendo igual ao inverso da matriz de covariancia das observagoes (Z,), ou seja: W =
Divel

Logo, quanto maior a variancia (isto €, pior a precisdo), menor € o peso da
observacdo no processo de ajustamento, ou, em outras palavras, menor é a sua

influéncia sobre os resultados finais (parametros ajustados). Para um caso envolvendo

~ Vi a,
duas observacdes, comn =2eu =1,0nde 1y, = [ ] , Qoyp = [a ]  Woyo =
Y2laxa 242x1

Wi1 Wi

e Xx{,1 = X, aequacao anterior torna-se:
W21 W22 1x1 q g

]2x2

W11(3’1 - a1x)2 + 2wy, (}’1 - a1x)(J’2 — axx) + wy, (}’2 - azx)2 = Minimo



Na expressao anterior € utilizada a propriedade de simetria da matriz W,,.,, de
forma que w;, = w,;. Retornando ao caso geral da matriz W com dimenséo n X n,
realizando as operacdes matriciais e denotando esta soma ponderada do quadrado dos
erros aparentes por F(x), ou seja, como funcdo do vetor dos parametros x estimado,

tem-se:

— A, T T T T
F(x) - Y1onnxnynx1 - Zylonnannxuxuxl + xlquuonnannxuxuxl

Pela teoria do célculo vetorial, sabe-se que esta funcdo apresentara um valor

F(x) = Minimo quando o vetor dos parametros x for um vetor estimado x tal que:

( dF
J o -
dx x=%
| d?*F >0
\dx?| _.
X=X

Aplicando as condi¢des acima na expressdo anterior, resulta em:

dF
E(x) = _ZAEonnxnynxl + ZAEonnannxuxuxl = Oyx1

d’F .
@ (X) = 240 WhxnAnxu > Ouxt

A Figura 4.2 ilustra esta condicdo de F(x) = Minimo para uma funcao de

apenas uma variavel, ou seja, com u = 1.



F(x) A
F(x)

F(%)

| F(x) = Minimo em ¥

|
X x

Figura 4.2 — Valor para o parametro x que minimiza a F(x) soma ponderada do quadrado dos erros
aparentes.

Como a matriz peso W € assumida ser positiva-definida e simétrica, a segunda
condicdo, ou seja, a garantia de ser um ponto de minimo, é sempre satisfeita. Para a

primeira condicéo, realizando as operagdes matriciais, e isolando o vetor X, resulta em:

2= (ATWA)1ATWy

sendo X a estimativa por minimos quadrados do vetor dos parametros, ou seja, 0 vetor
dos paréametros ajustados. O vetor das observacdes ajustadas y é obtido aplicando o

vetor dos parametros ajustados ao modelo linear, resultando em:

$ =A% = [A(ATWA) ATW] y

Finalmente, o vetor dos erros aparentes ou ajustados é pode ser obtido por:

é=y—9=[1-AATWA T ATW]y

sendo é a estimativa por minimos quadrados do vetor dos erros de observacdo, ou
simplesmente vetor dos erros aparentes, e I é a matriz identidade n X n. Os sobrescritos

A

nas expressoes acima ilustram o fato dos vetores X, ¥ € €, ou seja, as solucdes pelo



MMQ para x, y e e, se tratarem de estimativas obtidas em funcdo da amostra, ou seja,
do conjunto de observacdes realizadas. O vetor dos residuos v corresponde ao vetor dos
erros aparentes com o sinal trocado, ou seja: ¥ = —é.

Note que para a solucdo do ajustamento pelo MMQ, deve-se definir apenas o
vetor das observacdes y em fungdo dos dados de campo, a matriz design A em funcéo
das equacdes de observacdo, e a matriz peso W em funcéo das precisdes e eventuais
correlagOes das observacdes. Todos os demais elementos sdo obtidos em fungdo de y, A
eWw.

No processo de estimacao, parte dos erros das observacdes (vetor y) é absorvida
no vetor dos pardmetros ajustados (x) e parte € refletida no vetor dos erros ajustados (é),
sendo o ideal a absor¢do nula em X e a reflexdo total em é. Quanto maior o nimero de
observagdes, maior a redundancia do sistema e mais a solucdo pelo MMQ se aproxima
desta condicdo ideal, devido ao comportamento dos erros aleatdrios apresentado no
Capitulo 1.

Além da obtencdo dos parametros, das observagdes, e dos erros ajustados
(vetores x, y e &), o ajustamento pelo MMQ permite ainda a obtencdo da matriz de
covariancia dos parametros ajustados (X;), da matriz de covariancia das observacdes
ajustadas (Xy), e da matriz de covariancia dos erros ajustados (Xs), pela lei de
propagacdo das variancias e covariancias das observacdes originais (vetor y,,,,) sobre
cada um destes trés vetores estimados pelo ajustamento.

Desta forma, a matriz de covariancia dos parametros ajustados é dada por:

Tz = Ny

sendo a matriz N dada por N = ATWA. Para o vetor dos parametros ajustados y = A%,

a matriz de covariancia é dada por:
Iy = AZAT = [ANTTAT ] en

Finalmente, para o vetor dos erros aparentes é = y — ¥, a matriz de covariancia

é dada por:



Como as variancias sdo sempre positivas, analisando a Gltima expressao, nota-se
que a variancia de um erro ajustado é sempre menor que a variancia da respectiva
observagao original (o7, < a7, pois o3, = o}, — 05 . Da mesma forma, a variancia de
uma observacdo ajustada é sempre menor do que a varidncia de sua observacao original
(05, < 03,), pois o, = a5, — 05,

Estas expressdes fornecem a propagacdo dos erros das observacbes de forma
rigorosa sobre os vetores X, y, €, uma vez que consideram as correlagdes (covariancias)
entre as grandezas envolvidas, ao contrario das expressdes apresentadas no Capitulo 3.
Desta forma, elas expressam a precisao destas estimativas pelo MMQ, pois, conforme ja
visto, quanto menor é a variancia de uma grandeza estimada, mais preciso é o valor

desta grandeza.

4.2  Comentarios gerais sobre o ajustamento pelo MMQ

Além das observacbes e dos parametros, tem-se ainda as injunc@es, isto &,
valores previamente conhecidos, que podem ser absolutas (permanecendo fixas apos o
ajustamento) ou relativas (podendo ser ajustadas em funcdo de suas precisdes no
processo de ajustamento, também denominadas de “pseudo-obsevacdes”’). Em
Topografia e Geodésia, exemplos de injuncdes sdo as coordenadas dos pontos de apoio,
que podem permanecer fixas no ajustamento (injuncdes absolutas), ou podem ser
ajustadas por meio de suas respectivas precisdes, quando assim desejado (injuncdes
relativas).

Se as observac@es estdo contaminadas somente por erros aleatorios e a matriz
peso é definida adequadamente como W = %51, o MMQ é o melhor estimador linear
imparcial para os parametros e também coincide com a solucdo de méaxima
verossimilhanca (solucdo mais provavel). Entretanto, 0 MMQ ndo é um estimador
robusto, isto &, insensivel a presenca de erros grosseiros nas observagdes. Se houverem
erros grosseiros, estes irdo afetar a solucdo do MMQ e estas propriedades 6timas ndo
serdo mais satisfeitas.

Para a deteccdo e identificacdo de erros grosseiros e/ou sistematicos, aplica-se
algum método de controle de qualidade do ajustamento, como por exemplo, o teste
global para deteccdo de erros no ajustamento, seja no modelo funcional/equacgdes, no
modelo estocastico/ponderacdo das observagdes, no calculo numérico do ajustamento,

nas injungdes/condic¢des ou nas observagbes/dados de campo.



No caso da suspeita de erros nas observacdes, utiliza-se ainda do procedimento
de teste Data Snooping para a identificacdo das observacOes suspeitas de estarem
contaminadas por erros grosseiros, segundo um nivel de significAncia previamente
estipulado, como por exemplo, @« = 0,01 (1%). O nivel de significancia é o
complemento do nivel de confianga (NC), ou seja: « = 1 — NC. Em outras palavras, se
o nivel de significancia adotado for de @ = 0,01 (1%), espera-se que uma vez a cada
cem experimentos, uma observacdo ndo contaminada por erro grosseiro seja
erroneamente identificada como contaminada por erro grosseiro (Erro Tipo 1).

Além disso, por meio da analise de covariancia, é possivel obter intervalos de
confianca, como elipses e elipsoides, para as posi¢des dos pontos ajustados, como por
exemplo, elipses de confianca para vértices de uma poligonal ou elipsoides de confianca
para vértices de uma rede GNSS, com NC = 0,99 (99%). Elipses e elipsoides de
confianca sdo muito Uteis na analise da propagacéo dos erros aleatérios das observacdes
sobre os vértices de uma rede de referéncia, por exemplo.

E importante ressaltar que as matrizes de covariancia e a analise de covariancia
fornecem informagBes somente sobre a propagacdo esperada dos erros aleatérios das
observacGes. Em outras palavras, a analise de covariancia ndo fornece informacdes a
respeito dos erros verdadeiros em cada ponto, especialmente no caso do vetor das
observagdes também conter erros sistematicos e/ou grosseiros.

Se as equacdes sdo inicialmente ndo lineares em relacdo aos parametros, como
por exemplo, equacBes envolvendo funcgdes trigonométricas, deve ser realizada uma
linearizacdo por série de Taylor em torno de um vetor de parametros aproximados (x,) e
processos iterativos de ajustamento até a convergéncia da solucdo. Nestes casos, a
matriz A se torna a matriz das derivadas parciais das equagdes de observacdo em relacao
aos parametros, aplicadas ao vetor dos parametros aproximados (x;), também
denominada matriz Jacobiana.

Derivadas parciais de diversas equacdes empregadas em Topografia e Geodésia
sdo apresentadas no Capitulo 3. Mais detalhes sobre o ajustamento de observacGes pelo
MMQ podem ser obtidos na Dissertacdo de Mestrado “Controle de qualidade no

ajustamento de observacGes geodésicas” (Klein, 1. 2012).



4.3  Exemplo numérico de ajustamento pelo MMQ

Como exemplo numérico de ajustamento pelo MMQ, considere o seguinte
problema de determinacdo dos parametros de transformacdo do sistema de coordenadas
local da estacgéo total (x,y) para as coordenadas no sistema de projecdo UTM (E,N).

Para a determinacdo dos quatro parametros da transformacdo conforme de
Helmert (fator de escala entre os dois sistemas, angulo de rotacdo entre a orientacdo dos
dois sistemas, e translacdes da origem das coordenadas este e norte dos dois sistemas),
trés pontos de apoio tiveram suas coordenadas no sistema de projecdo UTM
determinadas por posicionamento GNSS e no sistema local da estacédo total por meio de

irradiagBes topograficas em um ponto de estacdo livre, conforme apresenta a Tabela 4.1.

Tabela 4.1 — Coordenadas (E,N) e (x,y) dos trés pontos de apoio.

Ponto Coordenada E (m) Coordenada N (m) Coor((jﬁ]r;ada X Coor((jﬁ]r;ada y
1 1070,054 +0,01 5152,419 +0,021 923,316 5021,899
2 1214,126 +0,016 5195,430 + 0,009 1062,777 5077,130
3 1176,497 +0,018 5029,258 +0,014 1039,816 4908,687

Note que, para fins de simplificacdo, foram suprimidos os dois primeiros digitos
da coordenada este (E) e os trés primeiros digitos da coordenada norte (N) dos pontos de
apoio no sistema de projecdo UTM, uma vez que estes valores sdo constantes. Além
disso, foram desconsideradas as precisdes das coordenadas (x,y) dos pontos de apoio no
sistema local da estacédo total. O nimero de parametros incognitos do problema é u = 4
(parametros de transformacdo do sistema local da estacdo total para o sistema de
projecdo UTM), e o numero de observacbes é n = 3 x 2 = 6 (coordenadas E,N dos
pontos de apoio no sistema de projecdo UTM). Logo, o nimero de observacGes
redundantes (graus de liberdade) én-u=6-4=2.

Note que com dois pontos de apoio tem-se h = 2 x 2 = 4 observacdes para u = 4
parametros, ou seja, é possivel determinar os quatro parametros de transformacdo, mas
ndo é possivel realizar o ajustamento, uma vez que ndo se tem redundancia no
problema, pois neste caso,n—u=4-4=0.

O sistema de n = 6 equacOes de observacdo para este problema 2D de
transformacdo de coordenadas é dado pelo modelo matematico da transformacéo
isogonal (ou conforme de Helmert):

Ey=a-x,+b-y,+c



Ny=-b-x;+a-y, +d
E,=a'x,+b-y,+c
N,=—-b'x;+a-y,+d
Esy=a-x3+b-y;+c
Ny =—-b-x3+a-y;+d

onde E;, N; sdo as coordenadas dos pontos de apoio no sistema de projecdo UTM (para
i =1,2,3); x;, y; sdo as coordenadas dos pontos de apoio no sistema local da estacdo
total (parai = 1,2,3); e a, b, c,d sdo 0s quatro parametros de transformacao do sistema
local da estacéo total (x,y) para o sistema de projecdo UTM (E,N).

No caso, a =A-cosf e b = A-senf, sendo 1 o fator de escala entre os dois
sistemas, e 8 o angulo de rotacdo existente entre a orientacdo dos dois sistemas. Os
pardmetros c e d correspondem, respectivamente, a translagéo (diferenga na origem)
entre as coordenadas este (x,E) e norte (y,N) dos dois sistemas.

Como se trata de um sistema de equacOes lineares em relacdo aos parametros,
ndo € necessario um vetor de parametros aproximados e nem iteracBes para a
convergéncia do ajustamento. As derivadas parciais das equagdes de observacdo em

relacdo aos parametros sdo dadas por:

5X; 5X; oXi_ . OXi_
F Y N e I >
5Y, 5Y, 5Y; 5%

s~ T %Y !

Desta forma, a matriz design do ajustamento (matriz A), de dimensdon x u =6

x 4, tem a seguinte estrutura:

x;  yi 1 07 1070,074 5152,459 1 0
yi —x 01 5152,459 —1070,074 0 1
PUNECIZ 1 0f_J|1214,106 5195410 1 0
y, —x, 0 1 5195,410 —1214,106 0 1
x3 y3 1 0 1176,477 5029,278 1 0
ly; —x3 0 11 15029,278 -1176,477 0 1.




A matriz A transposta (AT) é obtida pela transposicdo dos elementos da matriz
design A, isto é, pela inversdo de suas linhas e colunas. Desta forma, a matriz A

transposta, de dimenséo uxn=4x6, édada por:

X1 Y1 X2 Y2 X3 Y3
Yi —X1 Y2 —X2 Y3 —X3
1 0 1 0 1 0
0 1 0 1 0 1

1070,074 5152,459 1214,106 5195,410 1176,477 5029,278
5152,459 -1070,074 5195,410 -1214,106 5029,278 -1176,477
1 0 1 0 1 0
0 1 0 1 0 1

AT =

A matriz de covariancia das observaces (X,) & formada pelas variancias
(elementos da diagonal principal da matriz) e covariancias (elementos fora da diagonal
principal da matriz) das observacGes, ou seja, das coordenadas dos pontos de apoio no
sistema de projecdo UTM (E,N). Assumindo covariancias (ou correla¢6es) nulas para as
observacoOes, para fins de simplificacdo, a matriz de covariancia, de dimensdo nxn =

6x6, tem a seguinte estrutura:

— 2 —
O,  OEN; O9EE, OE N, OEE; OEyN;
2
OE{ Ny ONn, ON,E, ONyN, ONyE;  ONy N3
Og,,E, ON,.E, Og, Og, N, OE,E; OE,N;
Og,,N, ON;N, OE,N, On, ON,E; ON,N;

Op,,E3 ON;E; OE;,E; ON,E; OF, OF;,N3

|0, N3  ON;N; OE,N; ON,N; OE;N; On, |

70,012 0 0 0 0 0
0 0,0212 0 0 0 0
1 o0 0 0,0162 0 0 0
10 0 0 0,0092 0 0
0 0 0 0 0,0182 0
0 0 0 0 0 0,0142]
-0,0001 0 0 0 0 0
0 0,000441 0 0 0 0
s | 0 0 0,000256 0 0 0
y 0 0 0 0,000081 0 0
0 0 0 0 0,000324 0
0 0 0 0 0 0,000196.




A matriz peso das observacbes (W), de dimensdo n x n = 6 x 6, € igual ao
inverso da matriz de covariancia das observacdes, ou seja, W = X;'. Como a matriz de
covariancia das observagdes ¢ uma matriz diagonal, ou seja, cujos elementos fora da
diagonal principal (covariancias) sdo nulos, o peso de uma observacdo é igual ao
inverso de sua covariancia, ou seja, w; = 1/0 para i=1,273,45,6.
Em outras palavras, quanto maior o desvio-padrdo (variancia) de uma observacéo,
menor é a sua precisdo, e, portanto, menor € o seu peso (influéncia) no processo de

ajustamento. Desta forma, a matriz peso das observacdes é dada por:

1/02, 0 0 0 0 0
0 1/03, 0 0 0 0
W 0 0 1/02 0 0 0
1 o 0 0 1/0%, 0 0
0 0 0 0 1/03, 0
0 0 0 0 0 1/0% |
"1,/0,0001 0 0 0 0 0
0 1/0,000441 0 0 0 0
3 0 0 1/0,000256 0 0 0
- 0 0 0 1/0,000081 0 0
0 0 0 0 1/0,000324 0
0 0 0 0 0 1/0,000196
10000 0 0 0 0 0
0 2267,574 0 0 0 0
wel| © 0 3906,25 0 0 0
1 o 0 0 12345,679 0 0
0 0 0 0 3086,42 0
0 0 0 0 0 5102,041.

O vetor das observacdes (y), de dimensdo n x 1 = 6 x 1, é dado pelas
coordenadas dos pontos de controle no sistema de projecdo UTM (E,N). Desta forma, o

vetor das observagfes y tem a seguinte estrutura:

rEy1 11070,0547
N,| |5152,419
| E2| _|1214,126
Y =|N,| ™ |5195,430
E;| |1176,497
[N,1 [5029,258.




O vetor dos parametros (x), de dimensdo u x 1 =4 x 1, é formado pelos quatros
parametros de transformacdo do sistema local da estacdo total para o sistema de
projecdo UTM (parametros a,b,c,d). Desta forma, o vetor dos parametros x tem a

seguinte estrutura:

QL o T Q

Como as observacdes (coordenadas dos pontos de controle no sistema de
projecdo UTM) possuem erros, ndo existe solucdo Unica e exata para 0s quatro
parametros de transformacdo a serem determinados. Admitindo a inconsisténcia do
sistema de equacdes, devido aos erros de observacdo, e aplicando o método dos
minimos quadrados (MMQ), a solucdo do problema, isto €, o0 vetor dos parametros

ajustados, é dada por:

£ = (ATWA)1ATWy =

Qo THY Q)

Efetuando as operacdes matriciais na expressdo acima por meio de um software

computacional, resulta em:

0,99843742
0,08716394
—289,546
218,868

X =

Logo, como resultado do ajustamento, tem-se 0s quatro parametros de
transformacéo do sistema local da estagéo total (x,y) para o sistema de projecdo UTM

(E,N), estimados em funcao dos trés pontos de apoio:

a = 0,99843742
b = 0,08716394



¢ = —289546m
d = 218,868 m

O vetor das observacdes ajustadas (y) € dado pelas coordenadas ajustadas dos
pontos de apoio no sistema de projecdo UTM (E,N), obtidas por meio da aplicacdo dos
parametros de transformacéo ajustados as coordenadas dos pontos de apoio no sistema
local da estacdo total. Desta forma, o vetor das observacOes ajustadas (y) é dado por

(elementos de y em metros):

B

N,

E

y=|2|= 4z

N

Es

A
'1070,074 5152,459 1 0 11070,0567
5152,459 -1070,074 0 1|[0,99843742 5152,440
~ _|1214,106  5195,410 1 0/|0,08716394| |1214,113
Y= 5195,410 —1214,106 0 1|| —289,546 | |5195,429
1176,477 5029,278 1 0 218,868 1176,506
15029,278 —1176,477 0 1. 15029,2511

O vetor dos residuos do ajustamento () € dado pela diferenca entre as
observacOes ajustadas e as observacOes originais, ou seja, pela diferenca entre as
coordenadas ajustadas dos pontos de controle no sistema de projecdo UTM (E,N) e as
coordenadas originais (conhecidas) dos pontos de controle no sistema de projecdo

UTM. Desta forma, o vetor dos residuos () é dado por (elementos de © em metros):

1070,05671 [1070,054
5152,440 5152,419
P=F—y= 1214,113 1214,126
5195,429 5195,430
1176,506 1176,497
15029,2511 15029,258.




0,002 1
0,021
—0,013
—0,001
0,008
—0,007

At
Il

Note que os valores dos residuos sdo da ordem de milimetros ou centimetros, o
que é um indicativo da qualidade do ajustamento. Se houvessem residuos da ordem de
decimetros ou metros, este fato poderia indicar problemas no ajustamento, como a
presenca de erros grosseiros nas observagdes, uma vez que a precisao das coordenadas
dos pontos de apoio no sistema de projecdo UTM é da ordem de poucos centimetros.

Sobre os parametros de transformacdo ajustados, a sua matriz de covariancia

(Z¢) € dada por:

S = (ATWA)™?

PP

10000 0 0 0 0 0 1070,074 5152,459

{ 1070,074 5152,459 1214,106 5195410 1176,477 5029,278 [ 0 2267,574 0 0 0 0 l 5152,459 —1070,074
5152,459 —1070 074 5195410 -1214,106 5029,278 —1176 477 0 0 3906,25 0 0 0 |1214,106 5195410
l 1 0 1 ]I 0 0 0 12345,679 0 0 | 5195410 -1214,106
\ 1 0 1 0 0 0 0 0 3086,42 0 1176,477  5029,278
l 0 0 0 0 0 5102,041J 5029,278 —1176,477

0,0000000059490 0,0000000012930 —0,0000122928176 —0,0000285611402
0,0000000012930 0,0000000116850 —0,0000598517669 0,0000056613267
—0,0000122928176 —0,0000598517669 0,3121619205478 —0,0004951151000
—0,0000285611402 0,0000056613267 —0,0004951151000 0,1495251904235

Zf=

Os elementos da diagonal principal da matriz de covariancia dos parametros
ajustados correspondem as respectivas variancias destes parametros. Portanto, para
obter o desvio-padrdo de cada parametro ajustado, basta extrair a raiz quadrada do
respectivo elemento da diagonal principal da matriz de covaridncia. Desta forma, 0s

desvios-padrdes dos parametros ajustados sdo dados por:

= \/0,0000000059490 =+ 0,00007713

S

= \/0,0000000116850 =+ 0,00010810

Q
[}

OROROR

R ORORO



O¢ = \/0,3121619205478 =+0,559m

o5 = \/0,1495251904235 =+0,387m

Sobre os pardmetros da transformacdo conforme de Helmert, conforme
apresentado, a=Acos0,b=Asen0,c=AXed=AY, sendo A o fator de
escala entre os dois sistemas de referéncia, 6 o angulo de rotacdo (diferenca de
orientacdo entre os eixos) dos dois sistemas de referéncia, AX e AY as duas translagdes
(diferencas de origem) entre os dois sistemas de referéncia. Portanto, resolvendo o
sistema de equagles para A e O e aplicando a lei de propagacdo de variancias e
covariancias (desenvolvimento matematico aqui omitido para fins didaticos), resulta

em:

A=1,00223492 + 0,00175282 (/1 ouainda A = 2235 ppm)

~ 447,4433
6 = 4°59' 45" + 22,21"
AX = —289,54 + 0,559 m
AY = 218,868 + 0,387 m
Para o ponto de estacdo livre, cujas coordenadas no sistema local da estacao total
foram arbitradas em x, = 1.000 m e yo = 5.000 m, as coordenadas no sistema de
projecdo UTM (Eo, No), aplicando os pardmetros de transformagao ajustados, sdo dadas
por:

Eo=axy+b-yy+¢=(AcosB) x,+ (Asen8) -y, + AX

Ng=-b-xg+a-y,+d =—(sen0) x,+ (Acos0) -y, +AY
Ey, = 0,99843742 - 1000 + 0,08716394 - 5000 + (—289,54) = 1144,712 m

Ny = —0,08716394 - 1000 + 0,99843742 - 5000 + 218,868 = 5123,8915m



Aplicando a lei de propagacéo de variancia e covariancia dos parametros de
transformacéo ajustados sobre as coordenadas transformadas no sistema de projegéo
UTM do ponto de estacdo livre (desenvolvimento matematico aqui omitido para fins

didaticos), resulta em:

Ey, =1144,712 + 0,008 m

N, = 5123,8915 £+ 0,0084 m

Note que, embora as coordenadas dos pontos de apoio no sistema de projecéao
UTM tenham precisdao centimétrica, e, 0s parametros de translacéo ajustados (¢ = AX e
d = AY) tenham precisdo decimétrica, as coordenadas do ponto de estacdo livre no
sistema de projecdo UTM (Eo, No), obtidas por meio dos quatro pardmetros de
transformacéo ajustados, apresentam precisdo milimétrica, em funcdo do fato de serem
utilizados trés pontos de apoio para determinacdo dos parametros de transformacéo,
possibilitando o ajustamento com n — u = 6 — 4 = 2 graus de liberdade, além da
distribuicdo espacial dos pontos de apoio, muito proxima a de um tridngulo equilétero e
iséscele (ver a Figura 4.3), aléem ainda de serem desconsideradas as precisdes das
coordenadas dos pontos de apoio no sistema de referéncia local da estacao total (x,y),
assumidas, para fins de simplificacdo, como sendo nulas no ajustamento.

Quanto mais pontos de controle, quanto melhor a distribuicdo espacial destes e
quanto melhor a precisdo de suas coordenadas, melhor a qualidade obtida para os
parametros de transformacdo, e, consequentemente, melhor a qualidade dos pontos de
estacdo livre transformados para o sistema de referéncia desejado (no caso deste
exemplo, sistema de projecio UTM). Na elaboracdo da Figura 4.3, foram
desconsiderados os dois primeiros digitos da coordenada este (E) e os trés primeiros
digitos da coordenada norte (N) dos pontos de apoio no sistema de projecdo UTM, uma
vez que estes valores sdo constantes. Além disso, o fator de escala (isto é, fator de
ampliacdo do triangulo azul em relacdo ao triangulo vermelho), para fins de melhor

visualizacdo, apresenta exagero de representacéo.



Figura 4.3 — Representacéo grafica da transformacao do sistema local (x,y) para o sistema UTM
(E,N).



